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Abstract

Рассмотрены методы редукции дифференциально-операторных уравнений с

фредгольмовым оператором при главной части к регулярным задачам. Уста-

новлена связь между выбором начальных условий и жордановой структурой

операторных коэффициентов уравнения. Доказана теорема существования и

единственности задачи Коши. Построены левый и правый регуляризаторы для

сингулярного дифференциально-операторного уравнения.

1 Введение

Рассмотрим уравнение
L(D)u(x) = f(x), (1)

где L(D) =
∑

|α|≤lBαD
α, x = (t, x′)– точка пространства Rm+1, x′ = (x1, . . . , xm),

D = (Dt, Dx1
, . . . , Dxm

), α = (α0, . . . , αm), | α |= α0 + α1 + · · ·αm,

αi– целые неотрицательные индексы , Dα = ∂α

∂tα0 ...∂x
αm
m

, Bα : Dα ⊂ E1 → E2 – за-
мкнутые линейные операторы с плотными областями определения в E1, x ∈ Ω, где
Ω ⊂ Rm+1, | t |≤ T, E1, E2– банаховы пространства, и f : Ω → E2– аналитическая
функция по x′ и достаточно гладкая по t. Задача Коши для уравнения (1), когда
E1 = E2 = Rn и матрица B = Bl0...0 не вырождена, достаточно хорошо изучена в ра-
ботах И.Г.Петровского [2]. В случае, когда оператор B необратим, теория постановки
начальных и граничных задач (1) не достаточно развита даже в конечномерном слу-
чае.

Пусть B = Bl0...0 - фредгольмов оператор, D(B) ⊆ D(Bα) ∀α и dimN(B) = n ≥ 1,
тогда задача Коши с условиями Di

tu|t=0 = gi(x
′), i = 0, . . . , l − 1 для уравнения (1)

не имеет классического решения для произвольной правой части f(x). Предполо-
жим, что среди коэффициентов Bα есть оператор A = Bl10...0, l1 < l, относительно
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которого B имеет полный A- жорданов набор [1]. В этом случае показано, что есте-
ственные постановки начальных задач для уравнения (1) можно получить, расклады-
вая пространство E1 на прямую сумму подпространств в соответствии с жордановой
структурой операторных коэффициентов Bα и задавая условия отдельно для каждой
проекции искомого решения. При разумном выборе прямых разложений, проекции
решения должны определяться из регулярных задач.

При исследовании уравнения (1) проведена редукция сингулярного уравнения к
регулярным задачам. Получены достаточные условия существования единственного
классического решения уравнения (1) с начальными условиями

Di
tu|t=0 = gi(x

′), i = 0, 1, . . . , l1 − 1, (2)

(I − P )Di
tu|t=0 = gi(x

′), i = l1, . . . , l − 1, (3)

где gi(x
′) – аналитические функции со значениями в E1, P gi(x

′) = 0, i = l1, . . . , l −
1, P− проектор, определяемый ниже формулой (4).

Построены левый и правый регуляризаторы для сингулярного дифференциально-
операторного уравнения.

2 Выбор проекторов и редукция начальной задачи

к форме Ковалевской

Предположим, что выполняется следующее условие:
Условие 1. Фредгольмов оператор B имеет полный A - жорданов набор φ

j
i , B

∗

имеет полный A∗ - жорданов набор ψ
j
i , i = 1, n, j = 1, pi, и системы γ

(j)
i ≡

A∗ψ
(pi+1−j)
i , z

(j)
i ≡ Aφ

(pi+1−j)
i , где i = 1, n, j = 1, pi, соответственно биортогональны

[1] (здесь pi -длины жордановых цепочек оператора B). Напомним, что условие 1
выполнено, если оператор B + λA непрерывно обратим при 0 <| λ |< ε [1].

Введем проекторы

P =
n

∑

i=1

pi
∑

j=1

< ., γ
(j)
i > φ

(j)
i ≡ (< .,Υ > Φ), (4)

Q =
n

∑

i=1

pi
∑

j=1

< ., ψ
(j)
i > z

(j)
i ≡ (< .,Ψ > Z), (5)

порождающие прямые разложения пространств E1, E2

E1 = E1k ⊕ E1∞−k, E2 = E2k ⊕ E2∞−k,

где k = p1 + · · · + pn - корневое число.



Тогда любое решение уравнения (1) может быть представлено в следующем виде

u(x) = Γv(x) + (C(x),Φ), (6)

где Γ = (B +
∑n

i=1 < ., γ
(1)
i > z

(1)
i )−1 - ограниченный оператор [1], v ∈ E2∞−k, C(x) =

(C11(x), . . . , C1p1
(x), . . . , Cn1(x), . . . , Cnpn

(x))T ,

Φ = (φ
(1)
1 , . . . , φ

(p1)
1 , . . . , φ(1)

n , . . . , φ(pn)
n )T , где T обозначает транспонирование.

Неизвестные функции v(x) : Ω ⊂ Rm+1 → E2∞−k и C(x) : Ω ⊂ Rm+1 → Rk на
основании начальных условий (2),(3), удовлетворяют следующим условиям:

Di
tv|t=0 =

{

B(I − P )gi(x
′), i = 0, . . . , l1 − 1,

Bgi(x
′), i = l1, . . . , l − 1,

(7)

Di
tC|t=0 = βi(x

′), i = 0, . . . , l1 − 1. (8)

Здесь βi(x
′) - коэффициенты проекций Pgi(x

′), i = 0, . . . , l1 − 1.
Предположим, что выполняется
Условие 2. Операторные коэффициенты Bα в уравнении (1) удовлетворяют на

D(Bα) по крайней мере одному из пяти условий:

1. BαP = QBα, то есть Bα (P,Q) - коммутируют, кратко, α ∈ q0;

2. BαP = 0, кратко α ∈ q1;

3. QBα = 0, кратко α ∈ q2;

4. (I −Q)Bα = 0, кратко α ∈ q3;

5. Bα(I − P ) = 0, кратко α ∈ q4;

Введем обозначения (Φ, C) =
∑n

i=1

∑pi

j=1 φ
(j)
i C

(j)
i , где C ∈ Rk. Тогда < Bα(Φ, C),Ψ >=

AT
αC, где Ψ = (ψ

(1)
1 , . . . , ψ

(p1)
1 , . . . , ψ(1)

n , . . . , ψ(pn)
n )T .

Согласно условию 1 и результатам [2] α ∈ q0 тогда и только тогда, когда

B∗
αΨ = AT

αΥ, BαΦ = AαZ.

Операторы B ≡ Bl0...0, A ≡ Bl10...0 принадлежат множеству q0, более того матри-
цы (P,Q) - коммутирования являются симметричными клеточно-диагональными

AB = diag(B1, . . . , Bn),AA = (A1, . . . , An), (9)

где

Bi =











0...0
0...1
.....

01...0











,



Ai =







0...1
....

1...0





 , i = 1, n,

если pi ≥ 2 и
AB = 0, AA = I, (10)

если pi = 1.
Нетрудно проверить, что для проекторов P,Q, которые определяются формула-

ми (4),(5), выполняется равенство ΓQ = PΓ. Пространства E2k, E2∞−k являются
инвариантными подпространствами оператора Γ. Так как оператор Γ ограничен,
D(B) ⊆ D(Bα) и D(Bα) = E1, то BαΓ ∈ L(E1 → E2).

Таким образом, подставляя (6) в уравнение (1) и затем проектируя на подпро-
странство E2∞−k, мы получим уравнение

Dl
tv+(I−Q)

∑

|α|≤l, α∈(q0,q1,q2)\(l0...0)

BαΓDαv = (I−Q)(f −
∑

|α|≤l,α∈(q2,q4)

Bα(DαC,Φ)) (11)

с условием (7).
Для того, чтобы определить вектор-функцию C(x), мы проектируем уравнение

(1), где u определяется формулой (6), на E2k, в результате получим систему

∑

|α|≤l,α∈(q0,q3,q4)

MαD
αC = b(x, v) (12)

с начальным условием (8). В системе (12)

Mα = ‖ < Bαφ
s
l , ψ

(j)
i > ‖, i, l = 1, . . . n, j = 1, . . . , pi, s = 1, . . . , pl,−

матрицы размерности k × k, b(x, v)− вектор коэффициентов проекции

Q(f −
∑

|α|≤l,α∈(q1,q3)

BαΓDαv).

Таким образом начальная задача (1), (2), (3) редуцируется к задачам (11), (7) и
(12), (8).

Напомним, что если α ∈ q0, то Mα = AT
α . При k = n из формул (10) следует, что

Ml0...0 = 0, Ml10...0 = I,

и при k > n матрицы Ml0...0, Ml10...0 определяются формулами (9).

Теорема 1 Пусть выполнены условия 1,2 и функция f(x) является аналитической
по x′ и достаточно гладкой по t. Кроме того,



1. (q2, q4) ⊂ q0 или (q1, q3) ⊂ q0;

2. QBαP = 0 для всех α ∈ (q0, q3, q4) \ (l0 . . . 0), (l10 . . . 0).

Тогда задача (1), (2), (3) имеет единственное классическое решение (6).

Доказательство 1 Заметим, что при α ∈ q0 и при всех C (I−Q)Bα(DαC,Φ) = 0,
а также выполняется равенство QBαΓv = 0, где Qv = 0. Тогда согласно условию
1 правая часть уравнения (11) независит от вектор - функции C(x) или правая
часть уравнения (12) независит от v(x).

Уравнение (11) разрешимо относительно Dl
tv, то есть имеет форму Ковалев-

ской с ограниченными операторными коэффициентами. На основании условия 2
система (12) имеет следующий вид

Ml0...0D
l
tC +Ml10...0D

l1
t C = b(x, v) (13)

Если k = n, то Ml0...0 = 0, Ml10...0 = I и система (13) имеет порядок l1. Если k > n,

то система (13) расщепляется на n независимых подсистем:

∂l1

∂tl1
Cipi

= bipi
(x, v),

∂l1

∂tl1
Cipi−k +

∂l

∂tl
Cipi−k+1 = bipi−k(x, v), i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi−1.

(14)
Каждая подсистема из (14) является регулярной, так как представляет собой ре-
куррентную последовательность дифференциальных уравнений порядка l1. Таким
образом, система (11),(12) с начальными условиями (7),(8) имеет форму Ковалев-
ской и, следовательно, имеет единственное решение. Определяя v и C из регуляр-
ных систем (11),(12) и подставляя их в (6), получим решение уравнения (1).

Замечание 1 Пусть операторы Bα в условии 2 зависят от x при α 6= (l0 . . . 0),
(l10 . . . 0). Тогда коэффициенты в системах (11),(12) также зависят от x. Если
эти коэффициенты являются аналитическими по x′ и достаточно гладкими по
t, то теорема 1 остается справедливой. Как в [3] требуемая гладкость коэффи-
циентов и функции f(x) по t определяется максимальной длиной A- жордановых
цепей оператора B. Если p = max(p1, . . . , pn), то (см. [3]) необходимо существова-
ние производных по t p − 1 порядка от функции f(x) и от коэффициентов систем
(11),(12).

2.1 ослабление условий 1, 2 в теореме 1

Условия 1, 2 в теореме 1 можно существенно ослабить, сохраняя регулярность систем
(11),(12) и, следовательно, результат теоремы 1. Например, при k = n вместо условий
1, 2 можно потребовать выполнения следующих условий

1. maxα∈(q2,q4) | α |< l;



2. QBαP = 0 при α ∈ (q0, q3, q4), l1 <| α |≤ l.

Пусть k > n. Так как матрица Ml10...0 является ортогональной, то система (12) имеет
вид

Dl1
t C +Ml10...0

∑

|α|≤l,α6=(l10...0)

MαD
αC = Ml10...0b(x, v). (15)

Заметим, что
Ml10...0Ml0...0 = (M1, . . . ,Mn)−

клеточно-диагональные матрицы и

Mi =











0 1 0 ..0
......

0 0 ...0 1
0 0 ...0 .0











, i = 1, . . . , n.

Запишем единичную матрицу I в блочной форме

I =







Ip1

......

Ipn





 ,

где Ipi− блоки размерности pi × k.

Введем матрицу перестановок

Ri1,...,in =







Ii1
......

Iin





 ,

где (i1, . . . , in)− перестановка чисел (p1, . . . , pn). Тогда при k > n вместо условия 2
теоремы 1 можно потребовать

2. Пусть: в (15) коэффициенты Ml10...0Mα при l1 <| α |≤ l являются клеточно-
диагональными матрицами, где их диагональные блоки - верхне-треугольные мат-
рицы размерности pi × pi, на главных диагоналях которых стоят нули. Пусть другие
матричные коэффициенты в (15) имеют такой же вид или могут быть сведены к
верхне-треугольному виду с помощью умножения слева на матрицу перестановок
Ri1,...,in.

Тогда система (15) может быть сведена к рекуррентной последовательности диф-
ференциальных уравнений формы Ковалевской порядка l1 и теорема 1 остается спра-
ведливой.



3 Левые и правые регуляризаторы сингулярных опе-

раторов в банаховых пространствах

Пусть A и B− линейные операторы из X в Y,X, Y− банаховы пространства, x(t)−
абстрактная функция, t ∈ Rn со значениями в X(Y ). Множество таких функций
обозначим через X(t)(Y (t)). Введем оператор Lt, определенный на Xt и Yt и переста-
новочный с операторами B,A, независимыми от t. Примерами такого оператора Lt

будут операторы дифференцирования и интегрирования по t, разностные операторы
и их комбинации. Отметим, что операторы, разрешенные относительно старших про-
изводных, обычно порождают корректные начально-краевые задачи, а операторам,
неразрешенным относительно старших производных, как правило отвечают вырож-
денные задачи (см.параграф 2). Поэтому естественно ввести

Определение 1 Оператор Lt − C, где C : X → X(C : Y → Y ), разрешенный
относительно оператора Lt назовем регулярным.

Рассмотрим оператор LtB−A, действующий из Xt в Yt, где B,A− замкнутые линей-
ные операторы из X в Y с плотными областями определения, причем D(B) ⊆ D(A).
Если B обратим, то отображение LtB − A сводится к регулярному умножением на
B−1. Если B необратим, то выражение LtB − A назовем сингулярным оператором.
Пусть в выражении LtB−A оператор B фредгольмов и dimN(B) = n ≥ 1. Если при
этом λ = 0− изолированная особая точка оператор-функции B − λA, то оператор
LtB−A(BLt−A) допускает в определенном смысле регуляризацию. Для построения
регуляризаторов в явном виде используем псевдорезольвенту Шмидта Γ = B̂−1, где
B̂ = B +

∑n
i=1 < ., A∗ψ

(pi)
i > Aφ

(pi)
i . На основании условия 1 параграфа 2 и учитывая

равенства φ
(j)
i = ΓAφ

(j−1)
i , ψ

(j)
i = Γ∗A∗ψ

(j−1)
i , j = 2, . . . , pi, i = 1, . . . , n нетрудно

проверить следующие тождества

(Γ −
n

∑

i=1

pi
∑

j=1

L
j
t < ., ψ

(pi+1−j)
i > φi)(LtB − A) = Lt − ΓA,

(LtB − A)(Γ −
n

∑

i=1

pi
∑

j=1

L
pi+1−j
t < ., ψi > φ

(j)
i ) = Lt − AΓ.

Таким образом справедлива

Теорема 2 Пусть выполнено условие 1 параграфа 2. Тогда

(Γ −
n

∑

i=1

pi
∑

j=1

L
j
t < ., ψ

(pi+1−j)
i > φi)

является левым регуляризатором оператора LtB − A, а оператор

Γ −
n

∑

i=1

pi
∑

j=1

L
pi+1−j
t < ., ψi > φ

(j)
i



- его правым регуляризатором.

Отметим, что полученные в данном параграфе результаты можно использовать при
решении вырожденных дифференциально-операторных уравнений с фредгольмовым
оператором при главной части (см. параграф 2).
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