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1 ÂÂÅÄÅÍÈÅ
Îáùåå ââåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ çàäà÷ âîçíèêàþùèõ â ãèäðîäèíàìèêå (çà-
äà÷ ñ ïîãðàíñëîÿìè). Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå íàóêè â äàííîé îáëàñòè. Ìîòèâàöèÿ
äàííîãî êóðñà. Ñîñòàâëåíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

1.1 Ðàñïîëîæåíèå è òîëùèíà ïîãðàíñëîÿ
Íà÷íåì ñ ïðîñòîé ëèíåéíîé çàäà÷è êîíâåêöèè-äèôôóçèè

εu′′ε(x) + u′ε(x) = 0 ∀ x ∈ Ω = (0, 1), (1)

uε(0) = 0, uε(1) = 50, (2)
ãäå ε - ïîëîæèòåëüíûé ìàëûé ïàðàìåòð íàçûâàåìûé ïàðàìåòðîì ñèíãóëÿðíîãî âîç-
ìóùåíèÿ , ïðè÷åì 0 < ε ≤ 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè óïîìèíàíèè î ìàëîì ïàðàìåòðå ìû ïîäðàçóìåâàåì èçó÷åíèå
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷. Ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî - âîçìóùåííîé çàäà÷è âèäà
(1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ ôóíêöèþ ñ ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé, íàçûâàå-
ìîé ôóíêöèåé ïîãðàíñëîÿ. Ïîãðàíè÷íûé ñëîé ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ.
Ýòî ïîäîáëàñòü, â êîòîðîé âåëè÷èíîé ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü.
Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì, ñîäåðæàùèì ôóíêöèþ ïîãðàíñëîÿ, îò-
ðàæàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε óìíîæåííûì íà íåêîòîðûé èëè âñå ýëåìåí-
òû, ñîäåðæàùèå íàèâûñøèé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ. Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) èìååò
ñëåäóþùèé âèä
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uε(x) = 50

(
1− e−x/ε

1− e−1/ε

)
. (3)

Ïðè ìàëîì ïàðàìåòðå (íàïðèìåð ε = 0.001) ðåøåíèå uε áóäåò âûãëÿäåòü êàê íà
ðèñ. 1 è ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîãðàíè÷íûé ñëîé îêîëî ãðàíè÷íîé
òî÷êè x = 0. Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ ïîãðàíñëîÿ - ýòî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ
e−x/ε.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò õîðîøî ðàçâèòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîñòðîå-
íèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé òàêèõ ðåøåíèé. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷
ñ ïîãðïíè÷íûìè ñëîÿ ñòàëè àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ ëèøü â ïîñëåäíåå âðåìÿ.

Öåëü êóðñà - ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîãðàíôóíêöèåé, ïðè íàëè÷èè àïðèîðíûõ çíàíèé î ðàñïîëîæå-
íèè è òîëùèíå ïîãðàíñëîÿ.
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Ðèñ. 1: Ðåøåíèå u0.01(x) çàäà÷è (1) c ε = 0.01 äëÿ x ∈ [0, 1]

Ðàñïîëîæåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ÷àñòî ëåãêî îïðåäåëèòü, íî íå òàê ïðîñòî íàéòè
òîëùèíó ω. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòî, âîçüìåì òèïè÷íóþ ôóíêöèþ ïîãðàíñëîÿ
e−x/ε, ãðàôèê êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîãðàíñëîé ðàñïîëîæåí
íà ãðàíèöå x = 0 è ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ îïðåäåëèòü òîëùèíó.
Ê ïðèìåðó ìîæíî ïîëîæèòü ω íàèìåíüøèì âîçìîæíûì ÷èñëîì

sup
x≥ω

e−x/ε ≤ 10−8.

Òàêîå îïðåäåëåíèå òîëùèíû ïîãðàíñëîÿ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ ω =
8εln10 = O(ε). Áîëåå èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ω

sup
x≥ω

e−x/ε ≤ ε.

Â ýòîì ñëó÷àå òîëùèíà ïîãðàíñëîÿ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ ω = εln1/ε.
Êðîìå òîãî, ω ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî äëÿ êàæäîãî öåëîãî k : 0 ≤ k ≤ 3 êàê

sup
x≥ω

| dk

dxk
e−x/ε |≤ ε.

Â ýòîì ñëó÷àå òîëùèíà ïîãðàíñëîÿ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ ω = 4εln1/ε,
êîòîðàÿ îò ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ îòëè÷àåòñÿ íàëè÷èåì ìíîæèòåëÿ 4.

Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííûõ çàäà÷ â ñëó÷àå, åñëè íàñ èíòåðåñóåò íå òîëüêî ðåøåíèå, íî è ñâîéñòâà
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Ðèñ. 2: Îáûêíîâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ e−x/ε

åå ïðîèçâîäíûõ. Ìû îòìåòèì, ÷òî ñ òàêèì îïðåäåëåíèåì çíà÷åíèå ôóíêöèè e−x/ε è
ïåðâûå 3 ïðîèçâîäíûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Òàêæå îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ âûâîäà ñòàíäàðòíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåòè÷åñêèõ îøèáîê íà ãðàíèöå
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðåøåíèå èìåëî òðè íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ.

1.2 Íîðìû äëÿ ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ
Íà ðèñ. 1 çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå uε çàäà÷è (1) çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = 0, ðàâíî ïîñòîÿííîé ôóíêöèè c(x) ≡ 50, ñì. ðèñ. 3. Íà ïåðâûé âçãëÿä íå âèäíà
ðàçíèöà íà ãðàôèêàõ, íî åñëè óâåëè÷èòü øêàëó ïî îñè àáñöèññ íà ìàëåíüêîì îòðåç-
êå [0, 10−3] êàê íà ãðàôèêå 4, ìû âèäèì ñîâåðøåííî ðàçíîå ïîâåäåíèå â îêðåñòíîñòè
íóëÿ, ïîòîìó ÷òî ïðè x → 0, îäíà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ðàâíîå 50, à äðóãàÿ
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Öåëü ýòîãî ñðàâíåíèÿ ïîêàçàòü, ÷òî èçó÷åíèå ôóíêöèé ïîãðàíñ-
ëîÿ î÷åíü âàæíî è íåëüçÿ ïîëàãàòüñÿ òîëüêî íà ãðàôè÷åñêèé âèä ôóíêöèè. Ïðè
î÷åíü ìàëîì ε ïîãðàíè÷íûé ñëîé â îáùåì íå áóäåò ðàñïîçíàí è ñëåäîâàòåëüíî ñàìî
ñóùåñòâîâàíèå åãî íå áóäåò îáíàðóæåíî.
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Ðèñ. 3: Ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ c(x) = 50 äëÿ x ∈ [0, 1].

Ýòó òðóäíîñòü ìîæíî ïðåîäîëåòü, èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùèé ìàòåìàòè÷åñêèé ìåõà-
íèçì äëÿ èçìåðåíèÿ ôóíêöèè, íàçûâàåìîé íîðìîé, êîòîðàÿ äàñò âîçìîæíîñòü íàì
ðàçëè÷èòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèè. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ íîðì, íî íå âñå ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ.
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Ðèñ. 4: Ðåøåíèå u0.01(x) çàäà÷è (1) c ε = 0.01 äëÿ x ∈ [0, 0.04] è ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé
c(x) = 50 äëÿ x ∈ [0, 0.04].

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì íîðìó â L1, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f íà
îòðåçêå [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖f‖1 =

1∫

0

|f(x)|dx.

Â ýòîé íîðìå ðàçíèöà ìåæäó ðåøåíèåì uε çàäà÷è (1) è ôóíêöèåé êîíñòàíòîé 50 áóäåò
ñëåäóþùåé

‖uε − 50‖1 = ‖50
e−1/ε − e−x/ε

1− e−1/ε
‖1 = 50(ε− e−1/ε

1− e−1/ε
).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ε = 0.001 ìû èìååì ‖u0.001 − 50‖1
∼= 0.05. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

íîðìà â L1 îáíàðóæèëà íåáîëüøóþ ðàçíèöó ìåæäó ôóíêöèÿìè u0.001 è 50. Ìû ïðè-
õîäèì ê âûâîäó, ÷òî L1 íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ìåõàíèçìîì îïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè
ðåøåíèÿ uε äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ε. Íàïðèìåð, ðàçíèöà ìåæäó u0.001 è u0.000001 â
íîðìå L1

‖u0.001 − u0.000001‖1
∼= 50(10−3 − 10−6) ∼= 0.05.

Áîëåå òîãî, ýòà íîðìà íå ïîäõîäèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçíèöû ìåæäó ðåøåíèÿìè ñèí-
ãóëÿðíî - âîçìóùåííûõ çàäà÷ äëÿ îäíîãî è òîãî æå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

εû′′ε(x) + û′ε(x) = 0 ∀ x ∈ (0, 1), (4)

ûε(0) = 100, ûε(1) = 50, (5)
ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò

ûε(x) = 100− uε(x).

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ûε è uε ðàçëè÷íîãî òèïà, òàê êàê uε ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùàÿ ôóíêöèÿ, à ûε - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ, íî ðàçíîñòü â íîðìå L1 ìàëà, ò.å.

‖û0.001 − u0.001‖1 = 2‖50− u0.001‖1
∼= 0.1

Òàêèì îáðàçîì íàø âûâîä ñëåäóþùèé: íîðìà â L1 íå ïîäõîäèò äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷
ñ ïîãðàíñëîÿìè.
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Ðàññìîòðèì âòîðóþ íîðìó L2, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f

‖f‖2 =

√∫ 1

0

|f(x)|2dx.

Â ýòîé íîðìå ðàçíîñòü ìåæäó ôóíêöèåé uε è ôóíêöèåé êîíñòàíòîé 50 áóäåò

‖uε − 50‖2 = ‖50
e−1/ε − e−x/ε

1− e−1/ε
‖2
∼= 35

√
ε

Òî åñòü, êîãäà ε = 0.000001, ìû ïîëó÷àåì ‖u0.000001 − 50‖2
∼= 0.0035, ÷òî òîæå íå

îïðàâäûâàåò íàøè îæèäàíèÿ. Áîëåå òîãî, ‖u0.001 − u0.000001‖2
∼= 1, ïðè÷åì ‖u0.001‖2

∼=
‖u0.000001‖2

∼= 50. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîé íîðìå îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü ìåæäó
äâóìÿ ôóíêöèÿìè âñåãî 2% íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äâå ôóíêöèè ñîâåðøåííî íåîäèíà-
êîâî âåäóò ñåáÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Îòñþäà ñëåäóåò âûâîä, ÷òî íîðìà â L2 òàêæå íå
ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé íîðìîé.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íåóäîâëåòâîðèòåëüíîå ïîâåäåíèå íîðì L1, L2 ïîÿâëÿåòñÿ
çà ñ÷åò óñðåäíåíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå è ïîýòîìó ÷àñòíîå çíà÷åíèå íå îáíàðóæèâàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìà íîðìà, íå ñîäåðæàùàÿ óñðåäíåíèé. Íàèáîëåå ïîä-
õîäÿùåé áóäåò íîðìà â L∞ èëè ìàêñèìàëüíàÿ íîðìà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ

‖f‖∞ = max
x∈[0,1]

|f(x)|.

Â ýòîé íîðìå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ε ìû èìååì

‖uε − 50|∞ = 50,

à ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ïðåäûäóùèìè ôóíêöèÿìè áóäåò ñëåäóþùåé

‖u0.001 − u0.000001|∞ ∼= 49.6.

Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ôóíêöèè ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì ε îáíàðóæå-
íà. Ýòèì ýêñïåðèìåíòîì ïîêàçàíî, ÷òî ñàìàÿ ïîäõîäÿùàÿ íîðìà - ýòî ìàêñèìàëüíàÿ
íîðìà äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷ ñ ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè.

È íàêîíåö, äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òèïè÷íóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

|‖v|‖2 ≡ ε‖v′‖2
2 + ‖v‖2

2. (6)
Âíèìàíèå íóæíî èñïîëüçîâàòü ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó òàê êàê ïîêàçàíî â ñëåäó-

þùåì ïðèìeðå. Ðàñcìîòðèì çàäà÷ó ðåàêöèè äèôôóçèè

εu′′ε − uε = f(x), x ∈ Ω = (0, 1), uε(0) = 1, uε(1) = 1, (7)
äëÿ ýòîé çàäà÷è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ õîðîøî èçó÷åí, òàê êàê äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå ñàìîñîïðÿæåííîå. Â ñàìîì äåëå, â ðàáîòå (Áàãàåâà è Øàéäó-
ðîâà (1998)) ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è ðåàêöèè-äèôôóçèè ðåøàåìîé ñòàíäàðòíûì
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ êóñî÷íî-ðàâíîìåðíîé ëèíåéíîé áàçèñ-ôóíêöèåé íà
ðàâíîìåðíîé ñåòêå ìû ïîëó÷àåì ε ðàâíîìåðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè
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|‖U ε − uε|‖ ≤ CN−1/2,

ãäå U - êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, C - ïîñòîÿííàÿ íåçàâèñèìàÿ îò ε è N
- ýòî êîëè÷åñòâî áàçèñ ôóíêöèé. Íà ïåðâûé âçãëÿä ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äàåò
óäîâëåòâîðèòåëüíóþ ÷èñëåííóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèè uε äëÿ (7)
ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì ε. Íî íà ñàìîì äåëå ïîñêîëüêó ìû âûáèðàåì êîëè÷å-
ñòâî èíòåðâàëîâ ðàâíîìåðíîé ñåòêè çàâèñèìûì îò ε, òî ïîãðàíè÷íûé ñëîé äëÿ ýòîé
çàäà÷è íå ìîæåò áûòü îïèñàí ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ðåøåíèè uε äëÿ (7) áóäåò e−x/

√
ε è e−(1−x)/

√
ε è â ýíåðãåòè÷åñêîé

íîðìå ìû èìååì

|‖e−x/
√

ε|‖ = O(
√

ε), |‖e−(1−x)/
√

ε|‖ = O(
√

ε)

Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ïîãðàíè÷íûé ñëîé íå îáíàðóæåí ïðè
ìàëîì ε. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ìàêñèìàëüíîé íîðìå ìû èìååì

‖e−x/
√

ε‖∞ = ‖e−(1−x)/
√

ε‖∞ = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îáíàðóæåíà â ìàêñèìàëüíîé íîðìå
äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε. Â äðóãèõ çàäà÷àõ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ôèê-
ñèðóåòñÿ ôóíêöèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è êîíâåêöèè-äèôôóçèè
(??) ôóíêöèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ áóäåò e−x/ε, òî åñòü

|‖e−x/ε|‖ = O(1).

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ çàäà÷ó êîíâåêöèè - äèôôóçèè

εuxx(x, y) + εux,y + ux(x, y) + uy(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)

ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ áóäóò e−x/ε, e−y/ε è òîãäà ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà
áóäåò îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

|‖v|‖2 ≡ ε‖vx‖2
2 + ε‖vy‖2

2 + ‖v‖2
2. (8)

Â äàííîé çàäà÷å ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ e−x/ε, e−y/ε áóäóò îïðåäåëåíû â ýòîé íîðìå, íî
äëÿ ìàëûõ ε óãëîâûå ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ e−x/ε, e−y/ε

|‖e−x/εe−y/ε|‖ = O(
√

ε)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ è óãëîâîãî ïîãðàíñëîÿ îáíàðóæåíû â ìàê-
ñèìàëüíîé íîðìå äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε.

‖e−x/εe−y/ε‖∞ = 1

Ïðèìåðû, ïðèâåäåííûå âûøå, ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìû èñïîëüçóåì íîðìó
ýíåðãèé, íàì íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî çíàòü ñìîæåì ëè ìû çàôèêñèðîâàòü ôóíêöèþ
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â íîðìå ýíåðãèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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1.3 ×èñëåííûå ìåòîäû
Ïîñêîëüêó òî÷íîå ðåøåíèå íåñòàíäàðòíîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè ñèíãóëÿðíî
âîçìóùåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ðåøåíèå êîòîðîãî íàì íåèçâåñòíî, òî
íàì ïðèõîäèòñÿ èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Îáëàñòü, â êîòîðîé ìîæåò ïîòðåáî-
âàòüñÿ íàéòè ðåøåíèå, ìîæåò áûòü âñåé îáëàñòüþ Ω ñóùåñòâóþùåãî àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ èëè äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê èëè óçëîâ Ω

N ⊂ Ω, ãäå äèñêðåòíûé ïàðà-
ìåòð ÷èñëåííîãî ìåòîäà, êîòîðûé, íàïðèìåð, ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷èñëó óçëîâ â
êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ìåòîäå èëè ÷èñëó óçëîâ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ìåòîäå.

×òîáû òî÷íî ðàñïîçíàòü ïîãðàíè÷íûé ñëîé ÷èñëåííûì ìåòîäîì, âàæíî, ÷òîáû
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áûëî îïðåäåëåíî â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
Â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëåííîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî òîëüêî â óçëàõ ñåòêè, ê ïðèìåðó â
óçëàõ ñåòêè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà, ìû ðàñòÿãèâàåì ðåøåíèå íà âñþ îáëàñòü,
èñïîëüçóÿ ïðîñòóþ èíòåðïîëÿöèþ òàêóþ, êàê êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Ìû
îñòàíîâèëè ñâîé âûáîð íà òàêîì ïðîñòîì ïðîöåññå, òàê êàê ýòà òåõíèêà áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷. È ïî ýòîé æå ïðè÷èíå
âîçüìåì òîëüêî ñòàíäàðòíûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü íå áóäåì ïîçâîëÿòü
äîáàâëÿòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà íå êîíå÷íîìåðíûìè ïîëèíîìèàëüíû-
ìè áàçèñ ôóíêöèÿìè.

Èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ìû äîëæíû âû÷èñëÿòü îøèá-
êè â ìàêñèìàëüíîé íîðìå, òî åñòü ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ãëîáàëüíî ìàêñèìàëüíóþ
íîðìó, ëèáî äèñêðåòíóþ ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì óçëîâ â äèñêðåòíîì ìíîæå-
ñòâå Ω

N èëè âñþ îáëàñòü Ω ñîîòâåòñòâåííî.
Òàê êàê íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàø ÷èñëåííûé ìåòîä ãåíåðèðîâàë ðåøåíèÿ èç âñåé

îáëàñòè Ω, òî ñàìîé ïîäõîäÿùåé íîðìîé áóäåò ãëîáàëüíî ìàêñèìàëüíàÿ. Ìû îòíî-
ñèìñÿ ê ÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè ñ ìàëûìè îøèáêàìè â ãëîáàëüíî ìàêñèìàëüíîé
íîðìå òàêîé êàê ê ãëîáàëüíîé ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ.

Ïðè íåðàâíîìåðíîé ñåòêå äëÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà î÷åíü âàæíî èçìåðèòü âåëè÷èíó
îøèáîê äëÿ ÷èñëåííûõ àïïðîêñèìàöèé â ïîêàçàòåëÿõ îáðàòíîé ñòåïåíè äèñêðåòíî-
ãî ïàðàìåòðà N . Ñëåäîâàòåëüíî âàæíûì èçìåðåíèåì áóäåò è òîëùèíà ïîãðàíñëîÿ â
ïîêàçàòåëÿõ N . Â ñâÿçè ñ ýòèì, ìû îïðåäåëèì òîëùèíó ïîãðàíñëîÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: ïóñòü ó íàñ ôóíêöèÿ ïîãðàíñëîÿ f(x) è äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðåíèÿ g(N)
òàêàÿ ÷òî g(N) → 0 N → ∞. Äèñêðåòíûé àíàëîã òîëùèíû ïîãðàíè÷íîé ôóíêöèè
îáîçíà÷àåòñÿ W (N) è èçìåðÿåòñÿ, êàê íàèìåíüøàÿ âåëè÷èíà W ìåæäó ôóíêöèåé
ïîãðàíñëîÿ f(x) è äèñêðåòíîé ôóíêöèåé g(N)

sup
x≥W

|f(x)| ≤ g(N).

Ê ïðèìåðó, åñëè âîçüìåì ôóíêöèþ ïîãðàíñëîÿ f(x) = e−x/ε è ýòàëîííóþ ôóíêöèþ
g(N) = N−1 òî òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ áóäåò W = ε ln N , â ñëó÷àå, åñëè âçÿòü
g(N) = N−2 òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ áóäåò W = 2ε ln N . Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î
âû÷èñëåíèè òîëùèíû ïîãðàíñëîÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùåé
íåðàâíîìåðíîé ñåòêè äëÿ ïîãðàíñëîÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èëè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðå-
øåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è ñ ðåøåíèåì â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñðàçó âîç-
íèêàåò âîïðîñ î âûáîðå ñåòêè Ω

N . Òàê êàê ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïðîñòîé
èíòåðïîëÿíò äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è òîëüêî êóñî÷íî-çàäàííóþ ïîëèíî-
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ìèàëüíóþ áàçèñ-ôóíêöèþ äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìû äîëæíû ïîìåñòèòü
íåêîòîðûå óçëû ñåòêè âíóòðè ïîãðàíñëîÿ. Ýòî ãàðàíòèðóåò óçëîâóþ àêêóðàòíîñòü
÷èñëåííîãî ìåòîäà. Íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î òî÷íîì ðåøåíèè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå
ñîäåðæèòñÿ â ÷èñëåííîì ðåøåíèè. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñàìàÿ ïðîñòàÿ ñåòêà - ýòî
ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà Ω

N

u = {xi}N
0 c N + 1 ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëàìè ñåòêè, òî åñòü

xi+1 − xi = 1/N äëÿ âñåõ i. Íî äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè íå îäèí èç óçëîâ ñåòêè íå
ïîïàäàåò â ïîãðàíè÷íûé ñëîé ïîêà N ïîðÿäêà 1/ε. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ìàëîì ε ÷ðåç-
ìåðíî áîëüøîå ÷èñëî ñåòî÷íûõ óçëîâ òðåáóåòñÿ, â îñîáåííîñòè äëÿ çàäà÷ áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà êàê ïðàâèëî íå ïîäõîäèò â
ñëó÷àå, åñëè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èìååò ïîãðàíè÷íûé ñëîé.

Òîãäà ìû äîëæíû ðåøèòü êàêóþ èìåííî íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó ìû äîëæíû âçÿòü.
Ñàìûé ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé âûáîð êóñî÷íî-ðàâíîìåðíîé ñåòêè, ÷àñòü êîòîðîé
âõîäèò â ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Ýòà ñåòêà ñîñòàâëåíà èç äâóõ ðàâíîìåðíûõ ñåòîê: ìåëêàÿ
ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà - ýòî ñåòêà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå è êðóïíàÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà - âíå
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ðàñïîëîæåíèå òî÷êè ïåðåõîäà ìåæäó ìåëêîé è êðóïíîé ñåòêîé
îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ îò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ïàðàìåòðà ε è äèñêðåòíîãî
ïàðàìåòðà N . Ïðàâèëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì óçëîâ ñåòêè áóäåò ðàâíîå èëè ñðàâíè-
ìîå êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè â ìåëêîé è êðóïíîé ñåòêå. Òàêæå äëÿ çàäà÷ ñ áîëüøåé
ðàçìåðíîñòüþ ñàìûì ïîäõîäÿùèì ðàñïðåäåëåíèåì óçëîâ ñåòêè âäîëü íàïðàâëåíèÿ
íîðìàëè ê ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèìûì ÷èñëîì ñ èìåþùèìèñÿ óçëàì
ñåòêè âíóòðè è ñíàðóæè ïîãðàíè÷íåãî ñëîÿ.

1.4 Ðîáàñòíûé ïîãðàíñëîéíûé ìåòîä
Íå òàê ñëîæíî ïîñòðîèòü ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ ñèíãóëÿðíî - âîç-
ìóùåííîãî ïàðàìåòðà ε, ê ïðèìåðó ε = 10−6, íî èñõîäíûé ÷èñëåííûé ìåòîä ìî-
æåò íå ïîäîéòè äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ê ïðèìåðó 10−4 èëè 10−10. Ìû
ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è, ò.å. ïîñòðîèì ÷èñëåííûé ìåòîä, êîòîðûé äàñò
ðàâíîìåðíî-ñõîäÿùååñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ε èç ïîëóèíòåðâàëà
(0, 1], ÷òî ïîòðåáóåò ðàâíîìåðíîå ïî ïàðàìåòðó êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ÷èñëåííî. Òàêèå ÷èñëåííûå ìåòîäû íàçûâàþòñÿ
ðàâíîìåðíûìè ïî ïàðàìåòðó èëè ε- ðàâíîìåðíûìè ìåòîäàìè. Åñëè ìåòîä ÿâëÿåò-
ñÿ ε- ðàâíîìåðíûì, òî îøèáêè ìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì uε è ÷èñëåííûì ðåøåíèåì
Uε óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå ñëåäóþùåãî âèäà: äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ
N0 âñå öåëûå N ≥ N0 è âñå ε ∈ (0, 1] ìû èìååì ‖Uε − uε‖Ω ≤ CN−p, ãäå C, N0 è
p ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû íåçàâèñÿùèå îò ε è N . Çäåñü U ε îáîçíà÷àåò êóñî÷íûé
ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò âî âñåé îáëàñòè Ω ñåòî÷íîé ôóíêöèè Uε îïðåäåëåííîé íà
ñåòêå Ω

N è ‖ · ‖Ω îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíóþ íîðìó íàä âñåé îáëàñòüþ Ω. Îòìåòèì,
÷òî òðåáóåòñÿ ÷òîáû îöåíêè ñîäåðæàëè â ñåáå êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè, à íå òîëüêî
óçëû ñåòêè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå Ω, Uε ñóùåñòâóåò ε-ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùàÿñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ uε.

Íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðîáàñòíîãî ìåòîäà
ðàçðåøàþùåãî ñëîé, î÷åíü âàæíî â âûøåóêàçaííûõ îïðåäåëåíèÿõ ìåòîäà ðàâíîìåð-
íîãî ïî ε èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëüíóþ íîðìó ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì êîëè÷åñòâîì
òî÷åê èç îáëàñòè ðåøåíèé. Ê ïðèìåðó, ëåãêî ïîñòðîèòü ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,
êîòîðûé áóäåò ðàâíîìåðíûì ïî â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå, íî êîòîðûé íå ñìîæåò îïðå-
äåëèòü ïîãðàíè÷íûé ñëîé.
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×òîáû èçáåæàòü òðóäíîñòåé â äàëüíåéøåì ïðåäëàãàåòñÿ, ÷òîáû ÷èñëåííûå ðå-
øåíèÿ áûëè îïðåäåëåíû â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ìàêñèìàëüíàÿ
íîðìà áûëà âçÿòà íàä âñåé îáëàñòüþ. Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìû çàôèêñèðóåì ïîãðà-
íè÷íûå ñëîè íåçàâèñèìî îò èõ òîëùèíû, íî ïðè óñîâåðøåíñòâîâàíèè ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ âñå ñâîéñòâà ìîãóò îñòàâàòüñÿ íåïîñòîÿííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû óáåäèòñÿ
÷òî íàø ìåòîä íå òîëüêî îïèñûâàåò ïîãðàíè÷íûå ñëîè, íî è ðîáàñòíûé, ìû äîáàâèì
åùå îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå, à èìåííî ìîíîòîííîñòü.

Ââåäåì ÷åòûðå îñíîâíûõ ñâîéñòâà ðîáàñòíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà îòíîñèòåëüíî
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ:

1. Ãëîáàëüíîñòü (äëÿ îïðåäåëåííîãî â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ).

2. Óäâîåííàÿ òî÷íîñòüþ (îøèáêè ñ÷èòàþòñÿ â ãëîáàëüíîé ìàêñèìàëüíîé íîð-
ìå).

3. Ðàâíîìåðíîñòü ïî ïàðàìåòðó (÷èñëåííîå ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî
ε è ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíî ñ ðàâíîìåðíîé ïî ε âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ).

4. Ìîíîòîííîñòü (äèñêðåòíûé îòåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì).

Îïðåäåëåíèå 1.1
Ïóñòü (Pε) - ñåìåéñòâî çàäà÷ ñ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî êàæäàÿ çàäà÷à â Pε èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì åãî uε, è òîãäà
êàæäîå uε - ýòî ïðèáëèæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé {(Uε, Ω

N
)}∞N=1

ïîëó÷àåòñÿ èñïîëüçóÿ ìoíîòîííûé ÷èñëåííûé ìåòîä (PN
ε ), ãäå Uε íàõîäèòñÿ íà ñåòêå

Ω
N è N - äèñêðåòíûé ïàðàìåòð. Ïóñòü U ε - êóñî÷íûé ëèíåéíûé èíòåðïîëÿíò íàä

Ω äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ Uε. Òîãäà (PN
ε ) íàçûâàåòñÿ ðîáàñòíûì ìåòîäîì ðàçðåøàþ-

ùèì ïîãðàíñëîé â ÷èñëåííûõ ðåøåíèÿõ èñ÷èñëÿåìûõ ñ ε-ðàâíîìåðíûì êîëè÷åñòâîì
âû÷èñëÿåìîé ðàáîòû è ñõîäèòñÿ ε- ðàâíîìåðíî, â ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíîå öåëîå N0 è ïîëîæèòåëüíûå C è p, ãäå N0, C è p íå çàâèñÿò îò N è ε òàê êàê
äëÿ âñåõ N ≥ N0

sup
0<ε≤1

‖U ε − uε‖Ω ≤ CN−p (9)

Â âûøåóêàçàííîì îïðåäåëåíèè äëÿ ïàðàìåòðîâ îøèáîê p, C íàçûâàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî ε ðàâíîìåðíàÿ ñòåïåíü ñõîäèìîñòè è ε ðàâíîìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ îøèáêà ÷èñ-
ëåííîãî ìåòîäà (PN

ε ).
Äëÿ çàäà÷è êîíâåêöèè-äèôôóçèè (1) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíü ïîðÿäêà k ðå-

øåíèÿ äëÿ âñåõ k ≥ 0 óäîâëåòâåðÿåò îöåíêå

| dk

dxk
uε(x) ≤ C(1 + ε−ke−x/ε)| x ∈ Ω

ãäå C íå çàâèñèò îò ε.

1.5 Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü V áóäåò
ñåòî÷íîé ôóíêöèåé äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è, ïðàâàÿ, ëåâàÿ è öåíòðàëüíûå ðàçíîñòíûå
îïåðàòîðû áóäóò ñîîòâåòñòâåííî D+, D−, D0
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D+V (xi) ≡ V (xi+1)− V (xi)

xi+1 − xi

(10)

D−V (xi) ≡ V (xi)− V (xi−1)

xi − xi−1

(11)

D0V (xi) ≡ V (xi+1)− V (xi−1)

xi+1 − xi−1

(12)

è öåíòðàëüíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà δ2 îïðåäåëÿåòñÿ

δ2V (xi) ≡ 2(D+V (xi)−D−V (xi))

xi+1 − xi−1

(13)

Ñîîòâåòñòâóþùèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ:

D+
x V (xi, yi) =

V (xi+1, yj)− V (xi, yj)

xi+1 − xi

(14)

D−
x V (xi, yj) =

V (xi, yj)− V (xi−1, yj)

xi − xi−1

(15)

D0
xV (xi, yj) =

V (xi+1, yj)− V (xi−1, yj)

xi+1 − xi−1

(16)

δ2
xV (xi, yj) ≡ 2(D+

x V (xi, yj)−D−
x V (xi, yj))

xi+1 − xi−1

(17)

àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ D+
y , D−

y , D0
y, è δ2

y .
Ïóñòü uε ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (Pε) è Uε ðåøåíèåì (PN

ε ). Òîãäà íà ïðîèçâîëüíî âû-
áðàííîé ñåòêå Ω

N
= {xi}N

i=0 òî÷íàÿ îøèáêà EN
ε, exact â êàæäîì óçëå ñåòêè îïðåäåëÿåòñÿ

EN
ε, exact = ‖Uε − uε‖Ω

N (18)
è ñîîòâåòñòâåííî òî÷íûå îøèáêè ðàâíîìåðíûå ïî ε â óçëàõ ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ

EN
exact = max

ε
EN

ε, exact (19)

Ïîäîáíûì îáðàçîì, âû÷èñëÿåì ãëîáàëüíóþ òî÷íóþ îøèáêó E
N

ε, exact è ãëîáàëüíóþ
òî÷íóþ îøèáêó ðàâíîìåðíóþ ïî ε, E

N

exact

E
N

ε, exact = ‖U ε − uε‖Ω (20)

E
N

exact = max
ε

E
N

ε, exact. (21)
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