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1 Основное пространство D
Основному множеству D(Rn) принадлежат все финитные функ-

ции класса C∞(Rn). Напомним, что финитными называют функции,

которые обращаются в нуль вне некоторого шара конечного радиуса.

Класс C∞(Rn) состоит из функций непрерывных (по совокупности

переменных [13, § 19]) вместе со всеми своими (частными) произ-

водными на R
n. Условимся обозначать элементы множества D(Rn)

через ϕ(x). Носителем функции ϕ(x) ∈ D(Rn) называют замыка-

ние в R
n множества тех точек x ∈ R

n, для которых ϕ(x) 6= 0. Для

носителя функции ϕ(x) используют обозначение suppϕ(x). Соответ-

ственно, нулевым множеством функции ϕ(x) ∈ D(Rn) называют

дополнение носителя suppϕ(x) до всего пространства R
n и обозна-

чают Oϕ(x). Носитель любой функции из D(Rn) является замкнутым

множеством, а нулевое множество — открытым, причем

suppϕ(x) ∪ Oϕ(x) = R
n.

Поскольку suppϕ(x) содержится внутри некоторого шара конечного

радиуса, т. е. является ограниченным множеством, то suppϕ(x) —

компактное множество [13, § 18].

Если ϕ(x), ψ(x) ∈ D(Rn) — две различные функции и α, β ∈ R —

произвольные вещественные числа, то функция

αϕ(x) + βψ(x),

во-первых, принадлежит классу C∞(Rn) как сумма двух функций

из C∞(Rn) и, во-вторых, финитна, ибо обращается в нуль вне мно-

жества suppϕ(x)∪ suppψ(x), поэтому пространство D(Rn) является

линейным множеством.

Сходимость в D(Rn) определяется следующим образом.

Определение. Последовательность ϕk(x) ∈ D(Rn) cходится к

функции ϕ(x) ∈ D(Rn), если:
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а) ∃R > 0 такое, что ∀k ∈ N

suppϕk(x) ⊂ UR;

б) ∀α = (α1, . . . , αn) на R
n

Dαϕk(x) ⇒ Dαϕ(x) при k → ∞.

Здесь использованы обозначения:

UR — открытый шар в R
n с центром в начале координат и ради-

усом R;

α = (α1, . . . , αn) — n-мерный вектор, координаты αi которого —

целые неотрицательные числа;

Dα — мультииндекс

Dαϕ(x) =
∂α1+α2+...+αnϕ(x)

∂xα1

1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

;

стрелки ⇒ означают равномерную сходимость функциональной

последовательности, в данном случае на всем пространстве R
n [13,

§ 36] (фактически на UR).

Линейное множество D(Rn) после введения в нем сходимости ста-

новится топологическим пространством и называется пространст-

вом основных функций D.

Нетривиальный пример основной функции доставляет «шапоч-

ка», а именно:

ωr(x) =





exp

(
− r2

r2 − |x|2
)
, |x| < r;

0, |x| ≥ r.

Здесь x = (x1, x2, . . . , xn) и

|x| =
√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n,

suppω(x) = Ur — замыкание шара Ur в R
n.
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Рис. 1

Эскиз графика ω(x) (при n = 1) представлен на рис. 1.

Другие многочисленные примеры основных функций предостав-

ляет следующая

Теорема [6, с. 69]. Если E — компакт в R
n, F — открытое

множество в R
n, E ⊂ F , то существует ϕ(x) ∈ D такая, что

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 при x ∈ F \ E и

ϕ(x) =

{
1, x ∈ E;

0, x 6∈ F.

Эскиз графика такой функции (при n = 1) приведен на рис. 2.

︸ ︷︷ ︸
F

E︷ ︸︸ ︷
x

Рис. 2

Таким образом, запас основных функций D достаточно велик.
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Дополнительное расширение этому множеству придает следующая

очевидная

Лемма. Если a(x) ∈ C∞(Rn) (не обязательно финитная) и

ϕ(x) ∈ D, то a(x) · ϕ(x) ∈ D.

Пример [5, задача № 6.1]. Пусть ϕ(x) ∈ D. Выяснить, есть ли

среди последовательностей

ϕk(x) =
1

k
ϕ(x), ϕk(x) =

1

k
ϕ(kx), ϕk(x) =

1

k
ϕ
(x
k

)

сходящиеся в D?

Поскольку ϕ(x) и все ее производные непрерывны на suppϕ(x),

а функции, непрерывные на компакте, достигают на нем свои мак-

симальное и минимальное значения [13, с. 333], то ∀α = (α1, . . . , αn)

∃Mα > 0 такая, что ∀x ∈ R
n

|Dαϕ(x)| ≤Mα,

поэтому
|Dαϕ(x)|

k
≤ Mα

k
→ 0 при k → ∞,

т. е. Dαϕk(x) ⇒ 0 на R
n при k → ∞ [13, с. 598]. Итак, последова-

тельность
1

k
ϕ(x) сходится в D к тождественно нулевой функции.

Рассмотрим вторую последовательность. Не теряя общности и

исключительно для ясности изложения, исследуем случай n = 1

и ϕ(x) = ωr(x) — «шапочка». Так как ωr(x) 6= 0 при |x| < r, то

ωr(kx) 6= 0 при |kx| < r или |x| < r

k
, таким образом, шар Ur = [−r; r]

содержит носители всех функций из второй последовательности. Это

означает выполнение требования а) из определения сходимости в D.

Поскольку maxωr(kx) =
1

e
, то

1

k
ω(kx) ⇒ 0. Однако ϕ′

k(x) = ω′
r(kx),

и эта функциональная последовательность поточечно сходится к ну-

лю, но не сходится равномерно. То же самое можно сказать про лю-

бую из последовательностей ϕ
(m)
k (x) = km−1ω

(m)
r (kx). Итак, для вто-

рой последовательности не выполняется требование б) из определе-

ния сходимости в D, т. е. эта последовательность не сходится в D.
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Так же, как в предыдущем случае, ограничимся случаем

n = 1 и ϕ(x) = ωr(x). Сразу замечаем, что ωr

(x
k

)
6= 0 при

∣∣∣
x

k

∣∣∣ < r

или |x| < kr, т. е. suppϕk(x) = [−kr; kr], итак, не существует шара

конечного радиуса UR, содержащего носители всех членов третьей

последовательности. Требование а) из определения сходимости в D
нарушено, и поэтому третья последовательность не сходится в D.

Однако ∀m ∈ N ϕ
(m)
k (x) =

1

km+1
ω(m)
r

(x
k

)
⇒ 0 на R, и требова-

ние б) из определения сходимости в D выполнено.

2 Основное пространство S

Основному множеству S(Rn) принадлежат все функции класса

C∞(Rn), стремящиеся к нулю при x→ ∞ вместе со всеми своими

производными любого порядка быстрее любой степени
1

|x| .

Согласно этому определению, если ϕ(x) ∈ S(Rn), то

∀α = (α1, α2, . . . , αn), ∀β = (β1, β2, . . . , βn) xβDαϕ(x) → 0 при

x→ ∞, здесь xβ = xβ1

1 ·xβ2

2 · . . . ·xβn
n , Dα — мультииндекс. Из опреде-

ления также вытекает абсолютная интегрируемость на R
n как ϕ(x),

так и xβDαϕ(x) ∀α, β.
Таковой является, например, функция e−|x|2 . Функции e|x| и e−|x|

не принадлежат S(Rn), так как первая не стремится к нулю при

x → ∞, а вторая не дифференцируема в нуле. Множество S(Rn)

содержит в себе D(Rn) и получено расширением D(Rn) путем уточ-

нения поведения на бесконечности основных функций, которое ме-

нее ограничительно, чем в случае пространства D(Rn). Так же как

D(Rn), S(Rn) — линейное множество.

Сходимость в S(Rn) определяется следующим образом.

Определение. Последовательность ϕk(x) ∈ S(Rn) сходится

к функции ϕ(x) ∈ S(Rn), если для любых α = (α1, α2, . . . , αn) и
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β = (β1, β2, . . . , βn)

xβDαϕk(x) ⇒ xβDαϕ(x) на R
n при k → ∞.

Линейное множество S(Rn) после введения в нем сходимости ста-

новится топологическим пространством и называется основным про-

странством S. Отметим, что D плотно в S.

Утверждение [5, задача № 6.9]. Если последовательность ϕk(x)

сходится к ϕ(x) в D, то ϕk(x) сходится к ϕ(x) в S.

Действительно, если ∀α = (α1, α2, . . . , αn)

Dαϕk(x) ⇒ Dαϕ(x) на UR при k → ∞,

то

max
UR

|Dαϕk(x) −Dαϕ(x)| → 0 при k → ∞.

Поскольку ∀α = (α1, α2, . . . , αn) и ∀β = (β1, β2, . . . , βn) справедливы

неравенства

max
Rn

|xβDαϕk(x) − xβDαϕ(x)| = max
UR

|xβ | · |Dαϕk(x) −Dαϕ(x)| ≤

≤ max
UR

|xβ | · max
UR

|Dαϕk(x) −Dα(x)| → 0 при k → ∞,

то это означает, что

xβDαϕk(x) ⇒ xβDαϕ(x) на R
n,

т. е. ϕk(x) сходится к ϕ(x) в S. Утверждение доказано. �

Умножение на бесконечно дифференцируемую функцию в прост-

ранстве S уже не столь безобидная операция, как в D. Например,

если ϕ(x) = e−|x|2 ∈ S и a(x) = e|x|
2 ∈ C∞(Rn), то a(x)ϕ(x) = 1 6∈ S,

так как константа, являясь функцией класса C∞(Rn), не стремится к

нулю на бесконечности. Однако, как явствует из следующего приме-

ра, при некоторых дополнительных ограничениях на a(x) ∈ C∞(Rn)

такое умножение не выводит из пространства S.
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Пример 1 [5, задача № 6.11]. Пусть ϕ(x) ∈ S, P (x) — полином,

тогда ϕ(x) · P (x) ∈ S.

Действительно, ϕ(x) ·P (x) ∈ C∞(Rn) как произведение бесконеч-

но дифференцируемых функций. Пусть

P (x) =
∑

γ:|γ|≤m
cγx

γ , где |γ| = γ1 + γ2 + . . .+ γn,

тогда ∀α = (α1, α2, . . . , αn), ∀β = (β1, β2, . . . , βn)

xβDα(ϕ(x) · P (x)) =
∑

δ:δ≤α
Qδ(x) ·Dδϕ(x),

гдеQδ(x) — некоторый многочлен от x. Согласно определению прост-

ранства S Qδ(x) · Dδϕ(x) → 0 при x → ∞, это и означает, что

ϕ(x) · P (x) ∈ S.

Замечание. На самом деле имеет место более общее утвержде-

ние. А именно, если функция a(x) ∈ C∞(Rn) растет на бесконеч-

ности вместе со всеми своими производными не быстрее полинома,

т. е. |Dαa(x)| ≤ cα(1 + |x|)mα , то ∀ϕ(x) ∈ S a(x)ϕ(x) ∈ S. Этот класс

функций принято обозначать θM .

Пример 2 [5, задача № 6.12]. Пусть ϕ(x) ∈ C∞(R1), причем

ϕ(x) = 0 при x < a и ϕ(x) ограничена вместе со всеми своими про-

изводными. Доказать, что функция ϕ(x)e−σx ∈ S(R1) при σ > 0.

Действительно, ϕ(x)e−σx ∈ C∞(R1) как произведение функций

класса C∞(R1). Далее ∀α, β ∈ N

xβ · (ϕ(x)e−σx)(α) =

α∑

i=0

(−σ)α−iCiα · ϕ(i)(x) · xβe−σx.

Поскольку ∀i ∈ N ∃di > 0 такое, что |ϕ(i)(x)| ≤ di, то
∣∣∣xβ(ϕ(x)e−σx)(α)

∣∣∣ ≤ A · |x|βe−σx.

Здесь

A =

α∑

i=0

diσ
α−iCiα > 0,
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это значит, что

xβ(ϕ(x)e−σx)(α) → 0 при x→ ∞,

т. е. ϕ(x)e−σx ∈ S(R1).

Пример 3 [5, задача № 6.10]. Пусть ϕ(x) ∈ S. Выяснить, есть ли

среди последовательностей

ϕk(x) =
1

k
ϕ(x), ϕk(x) =

1

k
ϕ(kx), ϕk(x) =

1

k
ϕ
(x
k

)

сходящиеся в S?

Поскольку ϕ(x) ∈ S, то ∀α = (α1, α2, . . . , αn), ∀β = (β1, β2, . . . , βn)

∃ Cαβ > 0 такая, что ∀x ∈ R
n

|xβDαϕ(x)| ≤ Cαβ ,

но это означает равномерную сходимость

1

k
xβDαϕ(x) ⇒ 0 на R

n,

т. е. первая последовательность сходится к тождественно нулевой

функции в S. Эти же рассуждения позволяют сделать вывод о том,

что третья последовательность также сходится к нулю в S.

Вторая последовательность расходится в S, если ϕ(x) 6≡ 0, и схо-

дится к нулю, если ϕ(x) ≡ 0.

Пример 4 (преобразование Фурье). Как было отмечено в начале

параграфа, любая функция ϕ(x) ∈ S(Rn) (равно как и xβDαϕ(x)

∀α, β) абсолютно интегрируема на R
n, а значит на пространстве

S(Rn) определена операция преобразования Фурье, действующая по

правилу

F [ϕ(x)](ξ)
def
=

∫

Rn

ϕ(x)ei(ξ,x) dx ∀ϕ(x) ∈ S(Rn).

Очевидны оценки

|F [xβϕ(x)](ξ)| ≤
∫

Rn

|xβϕ(x)| dx ∀β,
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из которых (по признаку Вейерштрасса) получаем равномерную схо-

димость по ξ ∈ R
n несобственного интеграла F [xβϕ(x)](ξ) и его

непрерывную зависимость от ξ, т. е. включение F [xβϕ(x)](ξ) ∈ C(Rn).

Из этих же оценок вытекает выполнение условий теоремы о диф-

ференцировании по параметру несобственных интегралов (причем

любое число раз) и

Dα
ξ F [ϕ(x)](ξ) =

∫

Rn

(ix)αϕ(x)ei(ξ,x) dx = F [(ix)αϕ(x)](ξ),

откуда следует включение F [ϕ(x)](ξ) ∈ C∞(Rn). Интегрированием

по частям получаем равенство

F [Dαϕ(x)](ξ) =

∫

Rn

Dαϕ(x)ei(ξ,x) dx =

= (−iξ)α
∫

Rn

ϕ(x)ei(ξ,x) dx = (−iξ)αF [ϕ(x)](ξ).

Наконец, ∀α и ∀β равномерно по ξ ∈ R
n справедлива оценка

∣∣ξβDα
ξ F [ϕ(x)](ξ)

∣∣ =
∣∣∣i|β| · (−iξ)β · F [(ix)αϕ(x)](ξ)

∣∣∣ =

=
∣∣∣i|β|+|α|F [Dβ(xαϕ(x))](ξ)

∣∣∣ ≤
∫

Rn

|Dβ(xαϕ(x))| dx,

означающая включение F [ϕ(x)](ξ) ∈ S(Rn), т. е. преобразование Фу-

рье переводит основное пространство S(Rn) в себя (чего нельзя ска-

зать о пространстве D(Rn)).

Обратным преобразованием Фурье называется преобразование

F−1[ψ(ξ)](x)
def
=

1

(2π)n

∫

Rn

ψ(ξ)e−i(ξ,x) dξ =
1

(2π)n
F [ψ(ξ)](−x) =

=
1

(2π)n

∫

Rn

ψ(−ξ)ei(ξ,x) dξ =
1

(2π)n
F [ψ(−ξ)](x).

В заключение отметим, что преобразование Фурье преобразует ос-

новное пространство S(Rn) в себя взаимнооднозначно и непрерыв-

но.
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3 Понятие обобщенной функции.

Регулярные и сингулярные

обобщенные функции

Пусть Φ — какое-либо из основных пространств D или S.
Определение. Обобщенной функцией (распределением) на Φ на-

зывается всякий линейный непрерывный функционал, заданный на

пространстве основных функций Φ.

Значение функционала f (обобщенной функции, распределения)

на основной функции ϕ(x) ∈ Φ записывают (f, ϕ(x)). Обобщенную

функцию f также формально записывают в виде f(x), подразумевая

под x аргумент основных функций, на которые действует функцио-

нал f.

Расшифруем определение обобщенной функции.

1) Обобщенная функция f есть функционал на Φ [15, с. 170;

12, с. 124], т. е. всякой функции ϕ(x) ∈ Φ ставится в соответствие

единственное число (вещественное или комплексное)

f : ϕ(x) → (f, ϕ(x)) ∈ R или C.

2) Обобщенная функция является линейным функционалом, т. е.

∀ϕ(x), ψ(x) ∈ Φ и ∀λ, µ ∈ R (или C)

(f, λϕ(x) + µψ(x)) = λ(f, ϕ(x)) + µ(f, ψ(x)).

3) Обобщенная функция является непрерывным линейным функ-

ционалом [12, с. 174], т. е. если ϕk(x) → ϕ(x) в смысле пространства

Φ, то

(f, ϕk(x)) → (f, ϕ(x)).

Множество обобщенных функций на Φ обозначают Φ′. При этом

множество D′ называют множеством обобщенных функций беско-

нечного порядка, а множество S ′ — множеством обобщенных функ-
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ций медленного роста. Так как D ⊂ S, то D′ ⊃ S ′. Поскольку D плот-

но в S, то обобщенные функции медленного роста могут быть полу-

чены продолжением некоторых обобщенных функций бесконечного

порядка с D на S.
Приведем несколько примеров обобщенных функций.

Пример 1 (регулярные обобщенные функции). Пусть f(x) — ло-

кально интегрируемая функция в R
n, т. е. для любого множества

G ⊂ R
n конечного объема (измеримого множества [12, с. 257; 14,

с. 114] ∫

G

f(x) dx < +∞,

тогда она порождает обобщенную функцию на D следующим соот-

ношением ∀ϕ(x) ∈ D

(f, ϕ(x))
def
=

∫

Rn

f(x)ϕ(x) dx =

∫

suppϕ

f(x)ϕ(x) dx. (3.1)

Проверим, что отображение, задаваемое этим соотношением, дейст-

вительно является обобщенной функцией.

Поскольку ϕ(x) ∈ C∞(Rn), то ϕ(x) ∈ C∞(suppϕ) и, значит, ϕ(x)

интегрируема на suppϕ(x) [14, с. 141]. Функция f(x) также интег-

рируема на suppϕ(x). Поэтому произведение f(x) · ϕ(x) — также

интегрируемая функция на suppϕ(x) [14, с. 147], т. е. формула (3.1)

задает функционал на D.

В силу линейности интеграла Римана справедлива следующая

цепочка равенств ∀ϕ(x), ψ(x) ∈ D, ∀α, β ∈ R(C)

(f, αϕ(x) + βψ(x)) =

∫

Rn

f(x) · (αϕ(x) + βψ(x)) dx =

=

∫

suppϕ(x)∪suppψ(x)

f(x) · (αϕ(x) + βψ(x)) dx =

= α

∫

suppϕ(x)

f(x) · ϕ(x) dx+ β

∫

suppψ(x)

f(x) · ψ(x) dx =
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= α(f, ϕ(x)) + β(f, ψ(x)),

т. е. формула (3.1) задает линейный функционал на D.
Пусть ϕk(x) → 0 в D, тогда существует шар UR такой, что

suppϕk(x) ⊂ UR ∀k ∈ N и ϕk(x) ⇒ 0 на UR при k → ∞, т. е.

lim
k→∞

max
UR

|ϕk(x)| = 0, поэтому [14, с. 147]

|(f, ϕk(x))| =

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

f(x) · ϕk(x) dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

UR

f(x) · ϕk(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∫

UR

|f(x)| · |ϕk(x)| dx ≤
∫

UR

|f(x)| · max
UR

|ϕk(x)| dx =

= C · max
UR

|ϕk(x)| → 0 при k → ∞,

т. е. линейный функционал, задаваемый формулой (3.1), непрерывен

на D. Значит, соотношение (3.1) действительно определяет обобщен-

ную функцию класса D′.

Таким образом, всякая локально интегрируемая в R
n функция

f(x) порождает по формуле (3.1) обобщенную функцию f . Такие

обобщенные функции принято называть регулярными обобщенными

функциями.

Справедлива следующая

Лемма (дю Буа-Реймон). Две локально интегрируемые в R
n

функции f(x) и g(x) порождают по формуле (3.1) одну и ту же

обобщенную функцию тогда и только тогда, когда они почти всю-

ду равны.

Из этой леммы следует, что всякая регулярная обобщенная функ-

ция порождается единственной (с точностью до значений на мно-

жестве меры нуль) локально интегрируемой в R
n функцией. Это

означает, что между локально интегрируемыми в R
n функциями и

регулярными обобщенными функциями (т. е. обобщенными функци-

ями, действие которых на основные функции из D можно задать с
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помощью некоторой локально интегрируемой в R
n функции по фор-

муле (3.1)) существует взаимнооднозначное соответствие. Поэтому

принято отождествлять локально интегрируемую функцию f(x) и

порождаемую ею по формуле (3.1) обобщенную функцию. В этом

смысле все «обычные», т. е. локально интегрируемые в R
n функции

являются (регулярными) обобщенными функциями.

Все остальные обобщенные функции (т. е. обобщенные функции,

действия которых на основные из D нельзя описать с помощью какой-

либо локально интегрируемой в R
n функции по формуле (3.1)) при-

нято называть сингулярными обобщенными функциями.

Пример 2 (функция Хевисайда). Функцией Хевисайда называют

обобщенную функцию θ(x), действующую по формуле

(θ(x), ϕ(x)) =

+∞∫

0

· · ·
+∞∫

0

ϕ(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn.

Это регулярная обобщенная функция, и ее действие на элементы

пространства D задается по формуле (3.1) с помощью локально ин-

тегрируемой в R
n функции

θ(x) =

{
1, xi ≥ 0, ∀ i = 1, n;

0, в остальных случаях.

Эту функцию при n = 1 называют функцией единичного скачка.

Пример 3 [5, задача № 8.17]. При n = 1 функция ex, являясь ло-

кально интегрируемой в R
1, порождает на D(R1) обобщенную функ-

цию по формуле (3.1). Однако эта формула не задает обобщенной

функции на S(R1). Действительно, последовательность

ϕk(x) =
1

k
exp

(
−
(x
k

)2
)

сходится к нулю в S(R1) (см. § 2, пример 3),

но

(ex, ϕk(x)) =
1

k

+∞∫

−∞

exp

(
x−

(x
k

)2
)
dx =
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= exp

(
k2

4

) +∞∫

−∞

exp

(
−
(
k

2
− x

k

)2
)
d
(x
k

)
=

√
π · exp

(
k2

4

)
→ +∞.

Таким образом, отображение, задаваемое функцией ex на S(R1) по

формуле (3.1), линейно, но не удовлетворяет требованию 3) из опре-

деления обобщенной функции.

Функция ex sin(ex), являясь локально интегрируемой в R
1, по-

рождает по формуле (3.1) обобщенные функции как на D(R1), так

и на S(R1). Действительно, ∀ϕ(x) ∈ S(R1)

(ex sin(ex), ϕ(x)) =

+∞∫

−∞

ex sin(ex)ϕ(x) dx =

= −
+∞∫

−∞

ϕ(x) d(cos(ex)) =

+∞∫

−∞

cos(ex)ϕ′(x) dx.

Линейность этого функционала по ϕ(x) следует из свойства ли-

нейности несобственного интеграла. Пусть теперь ϕk(x) → 0 в S(R1),

тогда ϕ′
k(x) ⇒ 0 на R

1 при k → +∞. В силу ограниченности функ-

ции cos(ex)

cos(ex) · ϕ′
k(x) ⇒ 0 на R

1 при k → +∞.

Следовательно, по теореме об интегрировании равномерно сходя-

щихся функциональных последовательностей

+∞∫

−∞

cos(ex)ϕ′
k(x) dx→ 0 при k → +∞,

т. е. ex sin(ex) порождает по формуле (3.1) обобщенную функцию на

S(R1).

Пример 4 (дельта-функция Дирака). Дельта-функцией Дирака

называют обобщенную функцию δ(x), действующую по формуле

(δ(x), ϕ(x)) = ϕ(0) ∀ϕ(x) ∈ D.
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Это сингулярная обобщенная функция. Покажем это. Допустим про-

тивное. Пусть существует локально интегрируемая в R
n функция

f(x), такая, что ∀ϕ(x) ∈ D
∫

Rn

f(x)ϕ(x) dx = ϕ(0),

тогда для «шапочки» ϕε(x) = exp

(
− ε2

ε2 − |x|2
)

∫

Uε

f(x)ϕε(x) dx = e−1.

Переходя в этом равенстве к пределу при ε→ 0, получим

0 = e−1.

Следовательно, δ(x) — сингулярная обобщенная функция.

Обобщением дельта-функции является простой слой на поверх-

ности S. Пусть S — кусочно-гладкая поверхность и µ(x) — непре-

рывная функция, заданная на S. Тогда обобщенной функцией прос-

той слой на поверхности S с плотностью µ(x) называют функционал

µ(x)δS(x), действующий по правилу

(µ(x)δS(x), ϕ(x)) =

∫

S

µ(x)ϕ(x) ds ∀ϕ(x) ∈ D.

Пример 5 (постоянная). Регулярную обобщенную функцию, дей-

ствующую по правилу

(f, ϕ(x)) = C

∫

Rn

ϕ(x) dx =

∫

Rn

C · ϕ(x) dx,

называют постоянной.

Пример 6 (конечная часть (partie fini) или главное значение

(valeur principal) интеграла от
1

x
). Такое название закреплено за ли-
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нейным функционалом P 1

x
, действующим по формуле

(
P 1

x
, ϕ(x)

)
= V p

∫

R1

ϕ(x)

x
dx = lim

ε→0+




−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε

ϕ(x)

x
dx


 ∀ϕ(x) ∈ D.

Линейность этого функционала следует из свойства линейности ин-

теграла, осталось проверить его непрерывность. Пусть ϕk(x) → 0 в

D при k → ∞, тогда, во-первых, ϕk(x) = 0 при |x| > R ∀k ∈ N,

во-вторых, ϕ′
k(x) ⇒ 0 на [−R;R] при k → ∞, т. е. max

[−R;R]
|ϕ′
k(x)| → 0

при k → ∞, поэтому

(
P 1

x
, ϕk(x)

)
= V p

∫

R1

ϕk(x)

x
dx = V p

R∫

−R

ϕk(x)

x
dx.

По теореме Лагранжа о конечных приращениях [13, с. 196] на [−R;R]

имеет

ϕk(x) − ϕk(0) = ϕ′
k(x

′)(x− 0) = x · ϕ′
k(x

′)

или

ϕk(x) = ϕk(0) + x · ϕ′
k(x

′),

отсюда
(
P 1

x
, ϕk(x)

)
= V p

R∫

−R

ϕk(0) + x · ϕ′
k(x

′)

x
dx.

Рассмотрим первое слагаемое из правой части

V p

R∫

−R

ϕk(0)

x
dx = lim

ε→0+




−ε∫

−R

+

R∫

ε

ϕk(0)

x
dx


 =

= ϕk(0) · lim
ε→0+

(ln | − ε| − ln | −R| + lnR− ln ε) = 0.

Таким образом,

∣∣∣∣
(
P 1

x
, ϕk(x)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
V p

R∫

−R

xϕ′
k(x

′)

x
dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
V p

R∫

−R

ϕ′
k(x

′) dx

∣∣∣∣∣∣
=
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=

∣∣∣∣∣∣

R∫

−R

ϕ′
k(x

′) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

R∫

−R

|ϕ′
k(x

′)| dx ≤ 2R · max
[−R,R]

|ϕ′
k(x)| → 0

при k → ∞. Итак, линейный функционал P 1

x
является обобщенной

функцией на D.

Покажем, что P 1

x
— сингулярная обобщенная функция. Пусть,

напротив, существует локально интегрируемая в R
1 функция f(x),

такая, что ∀ϕ(x) ∈ D
∫

R1

f(x)ϕ(x) dx =

(
P 1

x
, ϕ(x)

)
.

Рассмотрим семейство основных функций типа «шапочка»

ωε(x) = Cε exp

(
− ε2

ε2 − x2

)
,

здесь постоянную Cε выбираем так, чтобы
∫

R1

ωε(x) dx = 1,

т. е.

1 =

ε∫

−ε

ωε(x) dx = Cε

ε∫

−ε

exp

(
− ε2

ε2 − x2

)
dx =

= Cε · ε
ε∫

−ε

exp

(
− 1

1 −
(
x
ε

)2

)
d
(x
ε

)
=

= Cε · ε
1∫

−1

exp

(
− 1

1 − t2

)
dt = Cε · ε · C1.

Таким образом, Cε =
1

C1 · ε
.

Вычислим теперь значения функционала P 1

x
на семействе функ-

ций x · ωε(x) ∈ D. С одной стороны,
(
P 1

x
, x · ωε(x)

)
= V p

∫

R1

xωε(x)

x
dx =

∫

R1

ωε(x) dx = 1.
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С другой стороны, в силу неравенства Гельдера [13, с. 467]
∣∣∣∣∣∣

∫

R1

f(x)xωε(x) dx

∣∣∣∣∣∣
= Cε

∣∣∣∣∣∣

ε∫

−ε

f(x)x exp

(
− ε2

ε2 − x2

)
dx

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ Cε

√√√√√
ε∫

−ε

f2(x) dx ·

√√√√√
ε∫

−ε

x2 exp

(
− 2 · ε2
ε2 − x2

)
dx =

=
1

C1 · ε
·

√√√√√
ε∫

−ε

f2(x) dx ·

√√√√√ε3

ε∫

−ε

(x
ε

)2

exp

(
− 2

1 −
(
x
ε

)2

)
d
(x
ε

)
=

=

√
ε

C1
·

√√√√√
ε∫

−ε

f2(x) dx ·

√√√√√
1∫

−1

t2 exp

(
− 2

1 − t2

)
dt→ 0

при ε→ 0+. Полученное противоречие и означает, что P 1

x
— сингу-

лярная обобщенная функция.

Пример 7. Доказать, что функционал P cos kx

x
, действующий по

правилу
(
P cos kx

x
, ϕ(x)

)
= V p

+∞∫

−∞

cos kx

x
ϕ(x) dx =

= lim
ε→0+




−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


 cos kx

x
ϕ(x) dx ∀ϕ(x) ∈ D,

является сингулярной обобщенной функцией.

Линейность этого функционала следует из свойства линейности

интеграла и операции предельного перехода. Непрерывность этого

функционала проверяется точно так же, как в примере 6. Необходи-

мо лишь учесть, что функция ϕk(0) · cos kx

x
нечетная, поэтому




−ε∫

−R

+

R∫

ε


ϕk(0) · cos kx

x
dx = 0,



3. Понятие обобщенной функции 23

а также ограниченность cos kx.

Докажем сингулярность этого функционала. Предположим об-

ратное, т. е. пусть существует локально интегрируемая в R
1 функция

f(x), такая, что

(
P cos kx

x
, ϕ(x)

)
=

+∞∫

−∞

f(x)ϕ(x) dx.

Положим в этой формуле ϕ(x) = xωε(x), где определение ωε(x) см.

в примере 6, тогда

(
P cos kx

x
, xωε(x)

)
=

ε∫

−ε

cos kx · ωε(x) dx =

ε∫

−ε

(cos kx− 1)ωε(x) dx+

+

ε∫

−ε

ωε(x) dx =

ε∫

−ε

(cos kx− 1)ωε(x) dx+ 1.

Поскольку функция cos kx непрерывна в нуле, то ∀∆ > 0 ∃ ε1(∆) > 0

такое, что ∀|x| < ε1(∆)

| cos kx− 1| < ∆,

отсюда следует, что при 0 < ε < ε1(∆)
∣∣∣∣∣∣

ε∫

−ε

(cos kx− 1)ωε(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

ε∫

−ε

| cos kx− 1| · ωε(x) dx <

< ∆

ε∫

−ε

ωε(x) dx = ∆,

т. е.

lim
ε→0+

(
P cos kx

x
, xωε(x)

)
= 1.

Но (см. пример 6)

lim
ε→0+

∞∫

−∞

f(x)xωε(x) dx = 0,
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следовательно, P cos kx

x
— сингулярная обобщенная функция.

Задачи для самостоятельного решения

I. Доказать, что функционал, задающий действие дельта-функции

Дирака (см. пример 4), является обобщенной функцией на D.

II. Доказать, что следующие функционалы являются сингуляр-

ными обобщенными функциями:

1)

(
P 1

x2
, ϕ(x)

)
= V p

∫

R1

ϕ(x) − ϕ(0)

x2
dx;

2)

(
P 1

x3
, ϕ(x)

)
= V p

∫

R1

ϕ(x) − xϕ′(0)

x3
dx;

3)

(
Pf 1

x2 + y2
, ϕ(x; y)

)
=

∫ ∫

x2+y2<1

ϕ(x; y) − ϕ(0; 0)

x2 + y2
dxdy+

+

∫ ∫

x2+y2>1

ϕ(x; y)

x2 + y2
dxdy;

4)

(
P 1

|x| , ϕ(x)

)
=

∫

|x|<1

ϕ(x) − ϕ(0)

|x| dx+

∫

|x|>1

ϕ(x)

|x| dx.

Указание. При доказательстве сингулярности рассмотреть се-

мейства функций x2ωε(x), x
3ωε(x), (x2 + y2)ωε(x, y), −xω′

ε(x). В по-

следней задаче учесть также необходимое условие интегрируемости

по Риману функции.



4. Равенство обобщенных функций 25

4 Понятия носителя обобщенной функции

и равенства двух обобщенных функций

Обобщенные функции, вообще говоря, не имеют значений в от-

дельных точках, так как их области определения состоят не из точек

R
n, а из элементов какого-либо основного пространства. Тем не ме-

нее, можно говорить об обращении в нуль обобщенной функции в

области G ⊂ R
n (напомним, что областью в R

n называется связное

открытое множество).

Определение. Обобщенная функция f обращается в нуль в об-

ласти G, если

(f, ϕ(x)) = 0 ∀ ϕ(x) ∈ D(Rn) и suppϕ(x) ⊂ G.

Этот факт записывают так:

f = 0, x ∈ G или f(x) = 0, x ∈ G.

В соответствии с этим определяют равенство двух обобщенных

функций f и g следующим образом.

Определение. Обобщенные функции f и g называются равны-

ми в области G, если

f − g = 0, x ∈ G.

При этом пишут f = g, x ∈ G. Соответственно, обобщенные

функции f и g называются равными, f = g, если ∀ ϕ(x) ∈ D(Rn)

(f, ϕ(x)) = (g, ϕ(x)).

Определение. Объединение всех областей G, где f = 0, образу-

ет открытое множество Of , которое называется нулевым мно-

жеством обобщенной функции f.
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Определение. Носителем обобщенной функции f называется

дополнение нулевого множества Of до R
n и обозначается через

supp f :

supp f = R
n \ Of .

Так как Of — открытое множество (как объединение открытых

множеств), то supp f — замкнутое множество.

Определение. Обобщенная функция называется финитной, ес-

ли supp f — ограниченное множество (т. е. компакт).

Пример 1. Рассмотрим дельта-функцию Дирака δ(x). Если

ϕ(x) ∈ D(Rn) и suppϕ(x) ⊂ R
n \ {0}, то

(δ(x), ϕ(x)) = 0,

т. е. Oδ(x) ≡ R
n \ {0} — нулевое множество дельта-функции. Со-

ответственно, supp δ(x) = {0} — носитель дельта-функции. Дельта-

функция Дирака является финитной обобщенной функцией. Анало-

гичными рассуждениями можно получить, что носителем обобщен-

ной функции типа простого слоя µ(x)δS является поверхность S, а

нулевым множеством — дополнение S до R
n.

Пример 2. Рассмотрим функцию Хевисайда θ(x) на D(R1). Если

suppϕ(x) ⊂ (−∞; 0), то

+∞∫

−∞

θ(x)ϕ(x) dx = 0,

т. е. Oθ(x) ≡ (−∞; 0), тогда supp θ(x) ≡ [0;+∞).
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5 Пространства обобщенных функций D′

и S ′

Пусть Φ′ — одно из множеств D′(Rn) или S ′(Rn), λ, µ ∈ R(C),

f, g ∈ Φ′, тогда определим новую обобщенную функцию λf + µg

соотношением

(λf + µg, ϕ(x)) = λ(f, ϕ(x)) + µ(g, ϕ(x)) ∀ϕ(x) ∈ Φ.

Линейность и непрерывность такого функционала являются просты-

ми следствиями соответствующих свойств обобщенных функций f и

g. Таким образом, множество Φ′ является линейным множеством.

Введем сходимость в Φ′.

Определение. Последовательность обобщенных функций

fk ∈ Φ′ сходится к f ∈ Φ′, если для любой основной функции

ϕ(x) ∈ Φ справедливо равенство

lim
k→∞

(fk, ϕ(x)) = (f, ϕ(x)).

Сходимость такого типа называют слабой сходимостью (или по-

точечной). Линейное множество Φ′ с введенной в нем сходимостью

называют пространством обобщенных функций. Имеет место следу-

ющая теорема.

Теорема (о полноте пространства Φ′). Если последовательность

{fk} ∈ Φ′ такова, что для любой основной функции ϕ(x) ∈ Φ чис-

ловая последовательность (fk, ϕ(x)) сходится при k → ∞, тогда

функционал f на Φ, определенный равенством

(f, ϕ(x)) = lim
k→∞

(fk, ϕ(x)), ϕ(x) ∈ Φ,

также является линейным и непрерывным на Φ, т. е. f ∈ Φ′.
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Пример 1 [5, задача № 6.19 (1)]. Вычислить предел в D′(R1) при

ε→ 0+ семейства

fε(x) =





1

2ε
, |x| ≤ ε;

0, |x| ≥ ε.

Так как fε(x) — локально интегрируемые функции, то fε(x) порож-

дают регулярные обобщенные функции по формуле (3.1) (см. § 3).

Для вычисления предела исследуем семейство значений (fε(x), ϕ(x))

при ε → 0+, ∀ϕ(x) ∈ D(R1). Рассмотрим две возможные ситуации:

первая — 0 6∈ suppϕ(x), вторая — 0 ∈ suppϕ(x).

Пусть 0 6∈ suppϕ(x), тогда ∃ ε1 > 0 такое, что ∀ 0 < ε < ε1

suppϕ(x) ∩ [−ε; ε] = ∅, поэтому при 0 < ε < ε1

(fε(x), ϕ(x)) = 0 = ϕ(0).

Пусть 0 ∈ suppϕ(x), тогда ∀ε > 0 suppϕ(x) ∩ [−ε; ε] 6= ∅, в этом

случае

(fε(x), ϕ(x)) =

ε∫

−ε

fε(x)ϕ(x) dx =

ε∫

−ε

fε(x)(ϕ(x) − ϕ(0)) dx+

+

ε∫

−ε

fε(x)ϕ(0) dx =

ε∫

−ε

fε(x)(ϕ(x) − ϕ(0)) dx+ ϕ(0).

Поскольку ϕ(x) ∈ D(R1), то ϕ(x) непрерывна в нуле, т. е.

∀η > 0 ∃ εη > 0 такое, что ∀ |x| < εη справедливо неравенство

|ϕ(x) − ϕ(0)| < η.

Поэтому при 0 < ε < εη

0 ≤

∣∣∣∣∣∣

ε∫

−ε

fε(x)(ϕ(x) − ϕ(0)) dx

∣∣∣∣∣∣
≤
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≤
ε∫

−ε

|fε(x)| · |ϕ(x) − ϕ(0)| dx ≤ η ·
ε∫

−ε

fε(x) dx = η,

т. е. ∀ϕ(x) ∈ D(R1)

lim
ε→0+

(fε(x), ϕ(x)) = ϕ(0) = (δ(x), ϕ(x)).

Сравнивая полученный результат с определением сходимости в

D′(R1), заключаем, что в D′(R1)

fε(x) → δ(x) при ε→ 0 + .

Пример 2 [5, задача № 6.19 (2)]. Вычислить предел в D′(R1) при

ε→ 0+ семейства

fε(x) =
ε

π(x2 + ε2)
.

Так же, как в предыдущем примере, рассмотрим две ситуации, пред-

варительно заметив, что

+∞∫

−∞

fε(x) dx =
1

π

+∞∫

−∞

d(x
ε
)

1 + (x
ε
)2

= 1.

Пусть 0 6∈ suppϕ(x), тогда

0 ≤ |(fε(x), ϕ(x))| =

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞

fε(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

suppϕ(x)

|fε(x)| · |ϕ(x)| dx ≤

≤ max
suppϕ(x)

|ϕ(x)| ·
∫

suppϕ(x)

fε(x) dx
ε→0+−→ 0 = ϕ(0).

В справедливости последнего утверждения можно легко убедиться,

если нарисовать эскиз графика функции fε(x), затем на оси Ox от-

метить suppϕ(x) (при этом 0 6∈ suppϕ(x)), а также не упустить из

внимания исходное равенство.
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Пусть 0 ∈ suppϕ(x), тогда ∀η > 0 ∃εη > 0 такое, что ∀ |x| < εη

справедливо неравенство

|ϕ(x) − ϕ(0)| < η,

поэтому при 0 < ∆ < εη

(fε(x), ϕ(x)) =

+∞∫

−∞

fε(x)ϕ(x) dx =

+∞∫

−∞

fε(x)ϕ(0) dx+

+




∆∫

−∆

+

∫

R1\[−∆;∆]


 fε(x)(ϕ(x) − ϕ(0)) dx.

Рассуждая, как в случае 0 6∈ suppϕ(x), можно получить, что при

ε→ 0+ ∫

R1\[−∆;∆]

fε(x)(ϕ(x) − ϕ(0)) dx→ 0.

Кроме того,
+∞∫

−∞

fε(x)ϕ(0) dx = ϕ(0)

и ∣∣∣∣∣∣

∆∫

−∆

fε(x)(ϕ(x) − ϕ(0)) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ η

∆∫

−∆

fε(x) dx ≤ η,

поэтому

lim
ε→0+

(fε(x), ϕ(x)) = ϕ(0) = (δ(x), ϕ(x)).

Итак, доказано fε(x) → δ(x) в D′(R1) при ε→ 0+.

Пример 3 [5, задача № 6.22]. Найти предел последовательности

P cos kx

x
при k → +∞ в D′(R1).

Определение обобщенной функции P cos kx

x
смотреть в примере 7

§ 3. Применяя теорему Лагранжа о конечных приращениях, как в
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примере 6 § 3, получаем

(
P cos kx

x
, ϕ(x)

)
= lim
ε→0+








−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


 cos kx

x
(ϕ(0) + xϕ′(x′)) dx



 =

= lim
ε→0+








−ε∫

−R

+

R∫

ε


 cos kx

x
(ϕ(0) + x · ϕ′(x′)) dx



,

здесь suppϕ(x) ⊂ [−R;R]. В силу нечетности функции
cos kx

x
, имеем

равенство
(
P cos kx

x
, ϕ(x)

)
=

R∫

−R

ϕ′(x′) cos kx dx,

откуда в силу леммы Римана вытекает равенство

lim
k→+∞

(
P cos kx

x
, ϕ(x)

)
= 0,

т. е. последовательность P cos kx

x
при k → +∞ сходится в D′(R1) к

тождественно нулевой обобщенной функции.

Пример 4 [5, задача № 6.15 (2)]. Пусть SR — сфера с центром

в начале координат и радиуса R в R
n, рассмотрим семейство обоб-

щенных функций типа простого слоя δSR
, действующих по формуле

(δSR
, ϕ(x)) =

∫

SR

ϕ(x) ds.

Если ϕ(x) — основная функция из D(Rn) и suppϕ(x) ⊂ UL, то при

R > L

(δSR
, ϕ(x)) = 0,

поэтому в D′(Rn) при R→ +∞

δSR
→ 0.
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Пример 5. Доказать, что в S ′(R1) e−axθ(x) → θ(x), при a→ 0+.

Действительно, ∀ϕ(x) ∈ S(R1) по теореме Лагранжа о среднем

получаем

(e−axθ(x) − θ(x), ϕ(x)) =

+∞∫

0

(e−ax − 1)ϕ(x) dx =

=

+∞∫

0

−a · e−aξ(x) · x · ϕ(x) dx = −a
+∞∫

0

e−aξ(x) · x · ϕ(x) dx→ 0

при a→ 0+, так как

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

0

e−aξ(x) · x · ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

+∞∫

0

x · |ϕ(x)| dx ≤ Kϕ(x).

Задачи для самостоятельного решения

I. Доказать, что следующие семейства функций сходятся в D′(R1)

при ε→ 0+ к δ(x):

1)
1

2
√
πε

exp

(
−x

2

4ε

)
; 2)

1

πx
sin

x

ε
;

3)
ε

πx2
sin2 x

ε
; 4) ωε(x) (см. пример 6 § 3);

5)
1

ε
e−

x
ε θ(x); 6)

x

ε2
e−

x
ε θ(x);

7)
x2

2ε3
e−

x
ε θ(x); 8)

xn

n!εn+1
e−

x
ε θ(x), n ≥ 3.

Указание. При доказательстве могут быть полезны следующие

равенства:

1)

+∞∫

0

e−xt
2

dt =
1

2

√
π

x
[8, задача № 3830];
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2)

+∞∫

0

sinβt

t
dt =

π

2
signβ [8, задача № 3812];

3)

+∞∫

0

(
sinαt

t

)2

dt =
π

2
|α| [8, задача № 3817].

II. Пусть ψ(x) ∈ D(Rn), ψ(x) ≥ 0,

∫

Rn

ψ(x) dx = 1. Доказать, что

ε−nψ
(x
ε

)
→ δ(x) при ε→ 0+ в D′(Rn).

Указание. При доказательстве продублировать все рассужде-

ния примера 1 настоящего пункта.

Замечание. Семейства функций из примеров 1, 2 и из задач 1, 2

принято называть дельтообразными семействами.

6 Линейные преобразования переменных

в обобщенных функциях

Пусть f(x) — локально интегрируемая в R
n функция и

x = Ay + b, detA 6= 0

— невырожденное линейное преобразование пространства R
n на се-

бя, тогда ∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(f(Ay + b), ϕ(y)) =

∫

Rn

f(Ay + b) · ϕ(y) dy =





x = Ay + b

y = A−1(x− b)

dy =
dx

|detA|





=

=

∫

Rn

f(x)ϕ(A−1(x− b))
dx

|detA| =
1

|detA|
(
f(x), ϕ

(
A−1(x− b)

))
.

Это равенство и принимают за определение обобщенной функции

f(Ay + b) для любой f(x) ∈ D′(Rn).
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Определение. Если detA 6= 0, то ∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(f(Ay + b), ϕ(y)) =
1

|detA| (f(x), ϕ(A−1(x− b))).

В частности, если линейное преобразование является сдвигом,

т. е. A = E, b 6= 0, то

(f(y + b), ϕ(y)) = (f(x), ϕ(x− b));

если линейное преобразование является преобразованием подобия,

т. е. A = diag (a11, a22, . . . , ann), aii 6= 0, b 6= 0, то

(f(Ay + b), ϕ(y)) =
1

|a11 · a22 · . . . · ann|
(f(x), ϕ(A−1x)) =

=
1

|a11| · |a22| · . . . · |ann|

(
f(x1, x2, . . . xn), ϕ

(
x1

a11
,
x2

a22
, . . . ,

xn
ann

))
.

При a11 = a22 = . . . = ann = −1, b = 0 мы имеем дело с преобразова-

нием симметрии обобщенных функций, в этом случае

(f(−x), ϕ(x)) = (f(x), ϕ(−x)).

Пример 1 [5, задача № 6.28]. Доказать, что

δ(ax) =
1

|a|n δ(x), a 6= 0.

Действительно, ∀ϕ(x) ∈ D(Rn) имеем

(δ(ax), ϕ(x)) = (δ(ax1, ax2, . . . , axn), ϕ(x1, x2, . . . , xn)) =

=
1

|a| · |a| · . . . · |a|
(
δ(x1, x2, . . . xn), ϕ

(x1

a
,
x2

a
, . . . ,

xn
a

))
=

=
1

|a|nϕ(0) =
1

|a|n (δ(x), ϕ(x)) =

(
1

|a|n δ(x), ϕ(x)

)
.

Сравнивая начало и конец этой цепочки равенств, получаем требуе-

мое тождество.
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Пример 2 [5, задача № 6.15 (1)]. Доказать, что δ(x− ν) → 0 при

ν → +∞ в D′(R1).

Согласно определениям сходимости в D′(R1) и замены перемен-

ных в D′(R1) получаем, что ∀ϕ(x) ∈ D(R1)

(δ(x− ν), ϕ(x)) = (δ(x), ϕ(x+ ν)) = ϕ(ν).

Так как ϕ(x) финитна, то ϕ(x) ≡ 0 при |x| > R для некоторого

R > 0. Следовательно, существует N ∈ N, N > R такое, что ∀ν > N

ϕ(ν) = 0, т. е. начиная с некоторого номера числовая последователь-

ность ϕ(ν) становится тождественно нулевой, а значит

lim
ν→∞

(δ(x− ν), ϕ(x)) = 0 ∀ϕ(x) ∈ D(R1),

что и доказывает требуемое утверждение.

Пример 3 [5, задача № 6.23]. Доказать, что ряд

+∞∑

k=−∞
akδ(x− k)

1) сходится в D′(R1) ∀ak ∈ C;

2) сходится в S ′(R1), если |ak| ≤ C(1 + |k|)m, m ∈ N.

Пусть ϕ(x) ∈ D(R1), тогда
(

+∞∑

k=−∞
akδ(x− k), ϕ(x)

)
=

+∞∑

k=−∞
akϕ(k),

согласно предыдущему примеру, правая часть этого равенства со-

держит конечное число слагаемых, поэтому первое утверждение до-

казано.

Если ϕ(x) ∈ S(R1), то при x→ ∞

|ϕ(x)| < 1

|x|n ∀n ∈ N

(см. § 2), поэтому

+∞∑

k=−∞
|ak| · |ϕ(k)| ≤

+∞∑

k=−∞
C

(1 + |k|)m
|k|n
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и при n ≥ m+ 2 справа получаем сходящиеся числовые ряды, что и

доказывает второе утверждение.

7 Умножение обобщенных функций

Пусть f(x) локально интегрируема в R
n и a(x) — функция класса

C∞(Rn), тогда произведение a(x)f(x) также локально интегрируемо

в R
n, а значит порождает регулярную обобщенную функцию, дей-

ствующую по формуле (3.1), т. е. ∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(a(x)f(x), ϕ(x)) =

∫

Rn

a(x)f(x)ϕ(x) dx.

Но ∀ϕ(x) ∈ D(Rn) и ∀a(x) ∈ C∞(Rn) произведение a(x)ϕ(x) при-

надлежит D(Rn). Применим к этой основной функции обобщенную

функцию f(x)

(f(x), a(x)ϕ(x)) =

∫

Rn

f(x)a(x)ϕ(x) dx.

Таким образом, для локально интегрируемой функции f(x) справед-

ливо равенство

(a(x)f(x), ϕ(x)) = (f(x), a(x)ϕ(x)) ∀ϕ(x) ∈ D(Rn),

которое и принимают за определение произведения произвольной

обобщенной функции f(x) ∈ D′(Rn) и бесконечно дифференцируе-

мой функции a(x).

Определение. Если f(x) ∈ D′(Rn), a(x) ∈ C∞(Rn), тогда

∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(a(x)f(x), ϕ(x)) = (f(x), a(x)ϕ(x)).

Отметим, что это определение непригодно в случае f(x) ∈ S ′(Rn).

Действительно, если a(x) = exp |x|2, то a(x) ·exp(−|x|2) ≡ 1 /∈ S(Rn),

и формула из определения теряет смысл для f(x) ∈ S ′(Rn).
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Пример 1 [5, задача № 6.26 (1)]. Доказать, что ∀a(x) ∈ C∞(Rn)

a(x)δ(x) = a(0)δ(x).

Действительно, ∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(a(x)δ(x), ϕ(x)) = (δ(x), a(x)ϕ(x)) = a(0)ϕ(0) =

= a(0)(δ(x), ϕ(x)) = (a(0)δ(x), ϕ(x)).

В частности, xδ(x) = 0 при x ∈ R
1.

Пример 2. Доказать, что

xP 1

x2
= P 1

x
.

Пусть ϕ(x) ∈ D(Rn), тогда

(
xP 1

x2
, ϕ(x)

)
=

(
P 1

x2
, xϕ(x)

)
= V p

+∞∫

−∞

x · ϕ(x) − 0 · ϕ(0)

x2
dx =

= V p

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x
dx =

(
P 1

x
, ϕ(x)

)
.

Пример 3 [5, задача № 6.21]. Вычислить пределы в D′(R1) при

t→ +∞
eixt

x− i0
,

eixt

x+ i0
.

Здесь введены две новые обобщенные функции, действующие по пра-

вилу
(

1

x± i0
, ϕ(x)

)
= lim
ε→0+

+∞∫

−∞

ϕ(x)

x± i · ε dx.

Для этих обобщенных функций справедливы следующие представ-

ления, называемые формулами Сохоцкого [6, с. 77]

1

x± i0
= ∓iπδ(x) + P 1

x
,
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из которых можно сделать вывод, что две новые обобщенные функ-

ции являются сингулярными.

Пусть ϕ(x) ∈ D(Rn), тогда

(
eixt

x− i0
, ϕ(x)

)
=

(
eixt

(
iπδ(x) + P 1

x

)
, ϕ(x)

)
=

=

(
iπδ(x) + P 1

x
, eixtϕ(x)

)
= iπϕ(0) +

(
P 1

x
, eixtϕ(x)

)

(
P 1

x
, eixtϕ(x)

)
= lim
ε→0+






−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


cos(xt)ϕ(x) + i sin(xt)ϕ(x)

x
dx


=

=

(
P cos(xt)

x
, ϕ(x)

)
+ iπ lim

ε→0+






−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


 sin(xt)

πx
ϕ(x) dx


.

Согласно примеру 3 § 5, при t→ +∞
(
P cos(xt)

x
, ϕ(x)

)
→ 0,

а, принимая во внимание задачу 1.2 из § 5 при t→ +∞,

lim
ε→0+






−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


 sin(xt)

πx
ϕ(x) dx


=

+∞∫

−∞

sin(xt)

πx
ϕ(x) dx→ (δ(x), ϕ(x)).

Таким образом, при t→ +∞ ∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(
eixt

x− i0
, ϕ(x)

)
→ 2iπϕ(0) = (2πiδ(x), ϕ(x))

или
eixt

x− i0
→ 2πiδ(x).

Аналогично можно получить вывод

eixt

x+ i0
→ 0.
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Задачи для самостоятельного решения

I. Доказать предельные соотношения при t→ +∞

1)
e−ixt

x− i0
→ 0; 2)

e−ixt

x+ i0
→ −2πiδ(x);

3) tmeixt → 0, m ≥ 0; 4) teixtθ(x) → iδ(x).

II. Доказать, что:

1) xP 1

x
= x2P 1

x2
= x3P 1

x3
= 1;

2) xP 1

x3
= P 1

x2
, x2P 1

x3
= P 1

x
;

3) xmP 1

x
= xm−1, m ≥ 1;

4) xmP 1

x2
= xm−2, m ≥ 2;

5) xmP 1

x3
= xm−3, m ≥ 3.

III. Доказать, что обобщенная функция Pf 1

x2 + y2
(см. задачи

к § 3) удовлетворяет в D′(R2) уравнению

(x2 + y2)Pf 1

x2 + y2
= 1.

IV. При всех значениях параметра k ∈ N ∪ {0} исследовать на

сингулярность обобщенные функции: xkP 1

x
, xkP 1

x2
, xkP 1

x3
.

8 Дифференцирование обобщенных

функций

Если f(x) ∈ Cp(Rn) и ϕ(x) ∈ D(Rn), то ∀α, |α| ≤ p справедливо

интегрирование по частям для n-кратного интеграла
∫

Rn

Dαf(x) · ϕ(x) dx = (−1)|α|
∫

Rn

f(x) ·Dαϕ(x) dx.
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Внеинтегральные члены обратились в ноль в силу финитности ос-

новной функции ϕ(x). Поскольку функции Dαf(x) и f(x) локально

интегрируемы (как непрерывные на R
n функции), то они порожда-

ют по формуле (3.1) регулярные обобщенные функции, для которых

справедливо равенство ∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(Dαf(x), ϕ(x)) = (−1)|α|(f(x),Dαϕ(x)).

Это равенство и принимают за определение производной Dαf любой

обобщенной функции f .

Определение. ∀α, ∀f ∈ D′(Rn), ∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(Dαf, ϕ(x)) = (−1)|α|(f,Dαϕ(x)). (8.1)

Линейность этого функционала следует из свойств линейности

операции дифференцирования и f . Если ϕk(x) → 0 в D(Rn), то

Dαϕk(x) → 0 в D(Rn), поэтому в силу непрерывности функционала

f , (Dαf, ϕk(x)) → 0, т. е. равенство (8.1) действительно определяет

обобщенную функцию класса D′(Rn).

Приведем здесь без доказательства основные свойства обобщен-

ных производных [6, с. 83–85]:

1) операция Dα линейна и непрерывна из D′(Rn) в D′(Rn);

2) любая обобщенная функция бесконечное число раз диффе-

ренцируема;

3) результат дифференцирования не зависит от порядка диффе-

ренцирования;

4) suppDαf ⊂ supp f ;

5) если f(x) ∈ D′(Rn), a(x) ∈ C∞(Rn), то a(x) · f(x) ∈ D′(Rn) и

∂

∂xi
(a(x)f(x)) =

∂a(x)

∂xi
· f(x) + a(x) · ∂f(x)

∂xi
;

6) если обобщенная функция f порождена функцией

f(x) ∈ Cp(G), то Dαf при |α| ≤ p порождается соответствующей
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классической производной {Dαf(x)} от f(x), т. е.

Dαf = {Dαf(x)}, x ∈ G, |α| ≤ p.

Пример 1 [5, задача № 7.4]. Показать, что в D′(Rn)

θ′(x) = δ(x).

Действительно, ∀ϕ(x) ∈ D(R1) справедлива следующая цепочка

равенств:

(θ′(x), ϕ(x)) = −(θ(x), ϕ′(x)) = −
+∞∫

0

ϕ′(x) dx =

= −ϕ(x)
∣∣+∞
0

= ϕ(0) = (δ(x), ϕ(x)).

Пример 2 [5, задача № 7.3 (1)]. Показать, что в D′(R1) ∀ a(x) ∈
C1(R1)

a(x)δ′(x) = −a′(0)δ(x) + a(0)δ′(x).

Пусть ϕ(x) ∈ D(R1), тогда

(a(x)δ′(x), ϕ(x)) = (δ′(x), a(x)ϕ(x)) = −(δ(x), a′(x)ϕ(x)+a(x)ϕ′(x)) =

= −a′(0)ϕ(0) − a(0)ϕ′(0) = −a′(0)(δ(x), ϕ(x)) − a(0)(δ(x), ϕ′(x)) =

= (−a′(0)δ(x) + a(0)δ′(x), ϕ(x)).

Пример 3 [5, задача № 7.5 (1)]. Показать, что в D′(R1) ∀ a(x) ∈
C1(R1)

(a(x)θ(x))′ = a(0)δ(x) + a′(x)θ(x).

Пусть ϕ(x) ∈ D(R1), тогда

((a(x)θ(x))′, ϕ(x)) = −(a(x)θ(x), ϕ′(x)) = −(θ(x), a(x)ϕ′(x)) =

= −
+∞∫

0

a(x)ϕ′(x) dx = −
+∞∫

0

a(x) d(ϕ(x)) =
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= −a(x)ϕ(x)
∣∣+∞
0

+

+∞∫

0

a′(x)ϕ(x) dx = a(0)ϕ(0) + (θ(x), a′(x)ϕ(x)) =

= a(0)(δ(x), ϕ(x)) + (a′(x)θ(x), ϕ(x)) = (a(0)δ(x) + a′(x)θ(x), ϕ(x)).

Пример 4 [5, задача № 7.13]. Пусть f(x) ∈ C1(x ≤ x0) ∩ C1(x ≥
x0), тогда в D′(R1) справедливо равенство

f ′ = {f ′(x)} + [f ]x0
δ(x− x0),

где [f ]x0
= f(x0 + 0) − f(x0 − 0) — скачок функции f(x) в точке x0.

Действительно, ∀ϕ(x) ∈ D(R1)

(f ′, ϕ(x)) = −(f, ϕ′(x)) =

= −
+∞∫

−∞

f(x)ϕ′(x) dx = −




x0∫

−∞

+

+∞∫

x0


 f(x) d(ϕ(x)) =

= −f(x) · ϕ(x)
(∣∣x0

−∞ +
∣∣+∞
x0

)
+




x0∫

−∞

+

+∞∫

x0


 f ′(x) · ϕ(x) dx =

= −f(x0 − 0)ϕ(x0) + f(x0 + 0)ϕ(x0) + ({f ′(x)}, ϕ(x)) =

= [f ]x0
ϕ(x0) + ({f ′(x)}, ϕ(x)) = ({f ′(x)} + [f ]x0

δ(x), ϕ(x)).

Если f(x) — кусочно-непрерывнодифференцируемая функция,

имеющая изолированные разрывы 1-го рода в точках xk, то дока-

занная в этом примере формула принимает вид

f ′ = {f ′(x)} +
∑

k

[f ]xk
δ(x− xk).

Пример 5 [5, задача № 7.10 (2)]. Доказать, что в D′(Rn)

d

dx
P 1

x
= −P 1

x2
.

Пусть ϕ(x) ∈ D(R1), тогда

(
d

dx
P 1

x
, ϕ(x)

)
= −

(
P 1

x
, ϕ′(x)

)
= − lim

ε→0+






−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


ϕ

′(x)

x
dx


=
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= − lim
ε→0+


ϕ(x)

x

(∣∣−ε
−∞ +

∣∣+∞
ε

)
+




−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


 ϕ(x)

x2
dx


 =

= − lim
ε→0+


−ϕ(−ε)

ε
− ϕ(ε)

ε
+




−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


 ϕ(0)

x2
dx+

+




−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


 ϕ(x) − ϕ(0)

x2
dx


 =

= − lim
ε→0+

(
ϕ(−ε) − ϕ(0)

−ε − ϕ(ε) − ϕ(0)

ε

)
−
(
P 1

x2
, ϕ(x)

)
=

= −ϕ′(0−) + ϕ′(0+) −
(
P 1

x2
, ϕ(x)

)
= −

(
P 1

x2
, ϕ(x)

)
,

так как ϕ′(0−) = ϕ′(0+) ∀ϕ(x) ∈ D(R1).

Пример 6. Найти общее решение в D′(R1) дифференциального

уравнения

x2y′′′ = P 1

x
.

Поскольку данное дифференциальное уравнение является линей-

ным и неоднородным, то его общее решение представимо в виде сум-

мы y1(x) — некоторого частного решения неоднородного уравнения и

y2(x) — общего решения соответствующего однородного уравнения.

Найдем эти составляющие в отдельности:

x2y′′′1 = P 1

x
.

В силу задачи № 2.2 § 7 заключаем, что

y′′′1 = P 1

x3
.

Проинтегрируем это уравнение (см. задачу № 1.7 § 8)

y′′1 = −1

2
P 1

x2
.
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На основании примера 5 настоящего параграфа

y′1 =
1

2
P 1

x
.

Учитывая теперь задачу № 1.6 § 8, имеем

y1 =
1

2
ln |x|.

Известно, что общим решением уравнения

xmy = 0

в D′(R1) является функция

y =
m−1∑

k=0

ckδ
(k)(x)

[6, с. 90–91; 5, задача № 7.22 (9)]. Поскольку составляющая y2(x) удо-

влетворяет дифференциальному уравнению

x2y′′′2 = 0,

то

y′′′2 = c0δ(x) + c1δ
′(x).

Проинтегрируем это уравнение последовательно три раза с учетом

примера 3 настоящего параграфа:

y′′2 = c0θ(x) + c1δ(x) + c2,

y′2 = c0xθ(x) + c1θ(x) + c2x+ c3,

y2 = c0
x2

2
θ(x) + c1xθ(x) + c2

x2

2
+ c3x+ c4.

Итак, общим решением является функция

y =
1

2
ln |x| + (c0x

2 + c1x)θ(x) + c2x
2 + c3x+ c4,

где c0, c1, c2, c3, c4 — произвольные постоянные.
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Обратим внимание, что классические решения дифференциаль-

ных уравнений 3-го порядка содержат три произвольных постоян-

ных.

При x 6= 0, P 1

x
=

1

x
, поэтому при x 6= 0 исходное уравнение

принимает вид

y′′′ =
1

x3
,

его общее решение

y(x) =
1

2
ln |x| + c2x

2 + c3x+ c4.

Таким образом, классические решения получаются из обобщенных,

если в последних положить c0 = c1 = 0.

Пример 7 [5, задача № 7.26]. Доказать, что общим решением в

D′(R1) уравнения

xy = signx

является обобщенная функция

y = cδ(x) + P 1

|x| ,

где определение P 1

|x| см. в задаче № 2.4 из § 3.

В обозначениях предыдущего примера

y1(x) = P 1

|x| , y2(x) = cδ(x).

Необходимо проверить, действительно ли y1(x) — частное решение

уравнения. Пусть ϕ(x) ∈ D(R1), тогда

(xy1(x), ϕ(x)) =

(
P 1

|x| , xϕ(x)

)
=

1∫

−1

x · ϕ(x) − 0 · ϕ(0)

|x| dx+

+




−1∫

−∞

+

+∞∫

1


x

ϕ(x)

|x| dx =

+∞∫

−∞

x

|x|ϕ(x) dx =
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=

+∞∫

−∞

signx · ϕ(x) dx = (signx, ϕ(x)).

Пример 8. Доказать, что в D′(R1)

hε(x) =
1

2ε4
x(x− 2ε)e−

x
ε θ(x) → −δ′(x) при ε→ 0 + .

Первый способ. Воспользуемся свойством непрерывности опера-

ции дифференцирования из D′(Rn) в D′(Rn), т. е. из сходимости

fk → f в D′(Rn) следует сходимость Dαfk → Dαf в D′(Rn) ∀Dα.

В задаче № 1.7 для самостоятельного решения к § 5 предлагалось

доказать предельное равенство
x2

2ε3
e−

x
ε θ(x) → δ(x) при ε → 0+, из

которого в силу непрерывности операции дифференцирования сле-

дует

d

dx

(
x2

2ε3
e−

x
ε θ(x)

)
=

(
x

ε3
− x2

2ε4

)
e−

x
ε θ(x) → δ′(x)

при ε→ 0+, что и завершает доказательство.

Второй способ. Для функции gε(x) =
x2

2ε3
e−

x
ε θ(x) непосредствен-

ными вычислениями находим lim
x→0+

gε(x) = lim
x→+∞

gε(x) = 0, max
[0;+∞)

=

gε(2ε) =
2

e2 · ε ,

+∞∫

0

gε(x) dx = 1 и

∀A > 0

+∞∫

A

hε(x) dx =
A2

2 · ε3 e
−A

ε → 0

при ε→ 0 + .

Дальнейшие рассуждения проведем по той же схеме, что и в § 5.

Пусть 0 6∈ suppϕ(x), тогда

0 ≤ |(hε(x), ϕ(x))| =

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

0

hε(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

R1 ∩ suppϕ(x)

|hε(x)| · |ϕ(x)| dx ≤
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≤ max
suppϕ(x)

|ϕ(x)| ·
∫

R1 ∩ suppϕ(x)

hε(x) dx
2ε≤A
≤

≤ max
suppϕ(x)

|ϕ(x)| · A2

2 · ε3 e
−A

ε
ε→0+−→ 0 = ϕ′(0) = (−δ′(x), ϕ(x)),

здесь A = inf(suppϕ(x) ∩ [0;+∞)) > 0.

Пусть 0 ∈ suppϕ(x), тогда ∀η > 0 ∃εη > 0 такое, что ∀ |x| < εη

справедливо неравенство

|ϕ′(x) − ϕ′(0)| < η,

поэтому при 0 < ∆ < εη

(hε(x), ϕ(x)) =

+∞∫

0

hε(x)ϕ(x) dx−
+∞∫

0

gε(x)ϕ
′(x) dx+

+

+∞∫

0

gε(x)(ϕ
′(x) − ϕ′(0)) dx+ ϕ′(0) =

=

∆∫

0

gε(x)(ϕ
′(x) − ϕ′(0)) dx+

∞∫

∆

gε(x)(ϕ
′(x) − ϕ′(0)) dx+ ϕ′(0).

Отсюда получаем
∣∣∣∣∣∣

∞∫

∆

gε(x)(ϕ
′(x) − ϕ′(0)) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 2Kϕ(x)

∞∫

∆

gε(x) dx
ε→0+−→ 0,

где Kϕ(x) = max
R1

|ϕ′(x)|, и

∣∣∣∣∣∣

∆∫

0

gε(x)(ϕ
′(x) − ϕ′(0)) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

∆∫

0

gε(x)|ϕ′(x) − ϕ′(0)| dx < η,

т. е. (hε(x), ϕ(x))
ε→0+−→ ϕ′(0) = (−δ′(x), ϕ(x)).

Таким образом, в D′(R1) доказано предельное равенство

lim
ε→0+

hε(x) = −δ′(x).
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Задачи для самостоятельного решения

I. Показать, что в D′(R1):

1) xδ(m)(x) = −mδ(m−1)(x), m = 1, 2, . . . ;

2) xmδ(m)(x) = (−1)m ·m! · δ(x), m = 0, 1, 2, . . . ;

3) xkδ(m) = 0, m = 0, 1, . . . , k − 1;

4) a(x)δ(m)(x) =

m∑

j=0

(−1)m+jCjma
(m−j)(0)δ(j)(x);

5) xkδ(m)(x) = (−1)kk!Ckmδ
(m−k)(x), m = k, k + 1, . . . ;

6) (ln |x|)′ = P 1

x
, где

(ln |x|, ϕ(x)) = lim
ε→0+






−ε∫

−∞

+

+∞∫

ε


 ln |x| · ϕ(x) dx


;

7)

(
P 1

x2

)′
= −2P 1

x3
;

8)

(
d

dx
− λ

)
eλxθ(x) = δ(x);

9)

(
d2

dx2
+ ω2

)
sin(ωx)

ω
θ(x) = δ(x);

10)
dm

dxm
xm−1

(m− 1)!
θ(x) = δ(x).

II. Какое множество является носителем обобщенной функции

θ′′(x) ∈ D′(R1)?
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III. Найти общие решения в D′(R1) следующих уравнений:

1) y′′ = δ(x); 2) xy′ = 1;

3) xy′ = P 1

x
; 4) x2y′ = 2;

5) x2y′ = P 1

x
; 6) xy′ = P 1

x2
;

7) xy′′ = P 1

x
; 8) xy′′ = P 1

x2
;

9) y′′′ = θ(x); 10) x3y′ = 3;

11) x2y′′ = P 1

x
; 12) x2y′′ = 2;

13) xy′′′ = P 1

x2
; 14) xmy′ = xm−1, m ≥ 1;

15) xmy′ = xm−2, m ≥ 2; 16) xmy′ = xm−3, m ≥ 3;

17) xmy′′ = xm−2, m ≥ 2; 18) xmy′′ = xm−3, m ≥ 3;

19) xmy′′′ = xm−3, m ≥ 3.

IV. Доказать, что общим решением в D′(R1) уравнения

xn · y(m) = 0, n > m,

является обобщенная функция

y =

m−1∑

k=0

ak · xm−k−1θ(x) +

n−1∑

k=m

bk · δ(k−m)(x) +

m−1∑

k=0

ck · xk,

где ak, bk, ck — произвольные постоянные.

V. Доказать предельные равенства в D′(R1) при ε→ 0+:

1)
2 sin x

ε

πx3

(
x cos

x

ε
− ε sin

x

ε

)
→ δ′(x);

2)
1

ε2x2

(
(x2 − 2ε2) sin

x

ε
+ 2εx cos

x

ε

)
→ −πδ′′(x);

3)
1

ε2
e−

x
ε θ(x) − 1

ε
δ(x) → −δ′(x);

4)
1

ε3
e−

x
ε θ(x) − 1

ε2
δ(x) +

1

ε
δ′(x) → δ′′(x);
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5)
2ε− x

ε4
e−

x
ε θ(x) − 1

ε2
δ(x) → −δ′′(x);

6)
xn−2

(
(n+

√
n)ε− x

)(
(n−√

n)ε+ x
)

εn+3
e−

x
ε θ(x) → n!δ′′(x);

7)
xn−1(x− nε)

εn+2
e−

x
ε θ(x) → −n!δ′(x);

8) − 1

ε6
(x2 − 6εx+ 6ε2)e−

x
ε θ(x) +

2

ε3
δ(x) → 2δ′′′(x).

VI. Доказать, что в S ′(R1) при ε→ 0+ справедливо предельное

соотношение ε
(
εe−εxθ(x) − δ(x)

)
→ 0.

9 Прямое (тензорное) произведение

обобщенных функций

Пусть дано два евклидовых пространства R
m и R

n,

x = (x1, . . . , xm) и y = (y1, . . . yn) — точки этих пространств, тогда

R
m+n = R

m
⊗

R
n — тоже евклидово пространство, и его точками

являются пары (x, y) = (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn). Если на R
m задана

числовая функция f(x), а на R
n — числовая функция g(y), то тен-

зорным (прямым) произведением этих функций называют функцию

h(x, y) = f(x)g(y), определенную на R
m+n. Если f(x) и g(y) локаль-

но интегрируемы на R
m и R

n соответственно, то h(x, y) локально ин-

тегрируема на R
m+n, т. е. h(x, y) порождает регулярную обобщенную

функцию, действующую на основные ϕ(x, y) ∈ D(Rm+n) по форму-

лам

(h(x, y), ϕ(x, y)) =

∫

Rm+n

f(x)g(y)ϕ(x, y) dxdy =

=

∫

Rm

f(x)



∫

Rn

g(y)ϕ(x, y) dy


 dx = (f(x), (g(y), ϕ(x, y)))

или

(h(x, y), ϕ(x, y)) = (g(y), (f(x), ϕ(x, y))),
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выражающим теорему Фубини [11, с. 53] о совпадении кратных и

повторных интегралов. Любое из полученных равенств (например

первое) примем за определение прямого (тензорного) произведения

любых двух обобщенных функций.

Определение. Пусть f(x) ∈ D′(Rm), g(y) ∈ D′(Rn), тогда

∀ϕ(x, y) ∈ D(Rm+n)

(f(x) · g(y), ϕ(x, y)) = (f(x), (g(y), ϕ(x, y))). (9.1)

Корректность этого определения гарантируется следующей лем-

мой.

Лемма. Для любых g ∈ D′(Rn) и ϕ(x, y) ∈ D(Rm+n) справедли-

вы утверждения:

а) ψ(x) = (g(y), ϕ(x, y)) ∈ D(Rm);

б) ∀α = (α1, . . . , αm)

Dαψ(x) = (g(y),Dα
xϕ(x, y));

в) если ϕk(x, y) → 0 в D(Rm+n), то ψk(x) = (g(y), ϕk(x, y)) → 0

в D(Rm).

В соответствии с этой леммой правая часть формулы (9.1), рав-

ная (f(x), ψ(x)), имеет смысл ∀f ∈ D′(Rm) и ∀g ∈ D′(Rn), т. е. это

равенство действительно определяет функционал на D(Rm+n). Из

линейности f и g следует линейность f(x) ·g(y). Осталось проверить

непрерывность этого линейного функционала. Пусть ϕk(x, y) → 0

в D(Rm+n), тогда ψk(x) = (g(y), ϕk(x, y)) → 0 в D(Rm) и в силу

непрерывности f(x) на D(Rm) (f(x), (g(y), ϕk(x, y))) → 0.

Итак, f(x) · g(y) ∈ D′(Rm+n).

Сформулируем основные свойства прямого произведения [6,

с. 102–104]:

1) (коммутативность) если f ∈ D′(Rm), g ∈ D′(Rn), то

f(x) · g(y) = g(y) · f(x);
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2) прямое произведение f(x) ·g(y) линейно и непрерывно по каж-

дому из своих множителей;

3) (ассоциативность) если f ∈ D′(Rm), g ∈ D′(Rn), h ∈ D′(Rk),

то

f(x) · [g(y) · h(z)] = [f(x) · g(y)] · h(z);

4) (дифференцирование) ∀α = (α1, . . . , αm)

Dα
x [f(x) · g(y)] = Dα

xf(x) · g(y);

5) (умножение) ∀a(x) ∈ C∞(Rm)

a(x)[f(x) · g(y)] = a(x)f(x) · g(y);

6) обобщенную функцию вида f(x) ·1(y) называют не зависящей

от y. Такая обобщенная функция действует на основные функции

ϕ(x, y) ∈ D(Rm+n) по правилу

(f(x) · 1(y), ϕ(x, y)) =


f(x),

∫

Rn

ϕ(x, y) dy




или

(f(x) · 1(y), ϕ(x, y)) = (1(y), (f(x), ϕ(x, y))) =

∫

Rn

(f(x), ϕ(x, y)) dy.

Таким образом, ∀f ∈ D′(Rm) и ∀ϕ(x, y) ∈ D(Rm+n) справедливо

равенство

f(x),

∫

Rn

ϕ(x, y) dy


 =

∫

Rn

(f(x), ϕ(x, y)) dy;

7) supp [f(x) · g(y)] = supp f(x) × supp g(y).

Определим обобщенную функцию δ(at − |x|) ∈ D′(R2), a > 0,

равенством

δ(at− |x|) = θ(t) · δ(at+ x) + θ(t) · δ(at− x),



9. Прямое произведение обобщенных функций 53

где обобщенные функции θ(t) ·δ(at±x) есть результаты линейной за-

мены переменных τ = t, ξ = at ± x у обобщенной функции

θ(τ) · δ(ξ), т. е.

(θ(t) · δ(at+ x), ϕ(t, x)) =

+∞∫

0

ϕ(t,−at) dt,

(θ(t) · δ(at− x), ϕ(t, x)) =

+∞∫

0

ϕ(t, at) dt.

Пример 1 [5, задача № 8.8 (1)]. Доказать, что в D′(R2)

∂

∂t
θ(at− |x|) = aδ(at− |x|).

Здесь

θ(at− |x|) =

{
1, at− |x| ≥ 0;

0, at− |x| < 0.

Носителем θ(at − |x|) является конус будущего, изображенный на

рис. 3.

0 x

t

−x = at x = at

Рис. 3
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Пусть ϕ(t, x) ∈ D(R2), тогда
(
∂

∂t
θ(at− |x|), ϕ(t, x)

)
= −

(
θ(at− |x|), ∂ϕ

∂t

)
=

= −
0∫

−∞

dx

+∞∫

− x
a

∂ϕ

∂t
dt−

+∞∫

0

dx

+∞∫

x
a

∂ϕ

∂t
dt =

= −
0∫

−∞

(
ϕ(t, x)

∣∣+∞
− x

a

)
dx−

+∞∫

0

(
ϕ(t, x)

∣∣+∞
x
a

)
dx =

=

0∫

−∞

ϕ
(
−x
a
, x
)
dx+

+∞∫

0

ϕ
(x
a
, x
)
dx.

В первом интеграле осуществим замену переменных τ = −x
a

, а во

втором — τ =
x

a
, тогда

(
∂

∂t
θ(at− |x|), ϕ(t, x)

)
= −a

0∫

−∞

ϕ(τ,−aτ) dτ + a

+∞∫

0

ϕ(τ, aτ) dτ =

= a





+∞∫

0

ϕ(τ,−aτ) dτ +

+∞∫

0

ϕ(τ, aτ) dτ



 =

= a
{
(θ(t) · δ(at+ x), ϕ(t, x)) + (θ(t) · δ(at− x), ϕ(t, x))

}
=

= a(δ(at− |x|), ϕ(t, x)).

Пример 2 [5, задача № 8.8 (4)]. Доказать, что в D′(R2)
(
∂2

∂x2
θ(at− |x|), ϕ(t, x)

)
=

= −
(
θ(t) · δ(at+ x),

∂ϕ

∂x

)
+

(
θ(t) · δ(at− x),

∂ϕ

∂x

)
.

Действительно, ∀ϕ(t, x) ∈ D(R2)
(
∂2

∂x2
θ(at− |x|), ϕ(t, x)

)
=

(
θ(at− |x|), ∂

2ϕ

∂x2

)
=
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=

+∞∫

0

dt

at∫

−at

∂2ϕ

∂x2
dx =

+∞∫

0

(
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=at

− ∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=−at

)
dt =

=

+∞∫

0

(
ϕ′
x(t, at) − ϕ′

x(t,−at)
)
dt =

=
(
θ(t) · δ(at− x) − θ(t) · δ(at+ x), ϕ′

x(t, x)
)
.

Задачи для самостоятельного решения

I. Показать, что

1) θ(x1, x2, . . . , xn) = θ(x1) · θ(x2) · . . . · θ(xn);

2) δ(x1, x2, . . . , xn) = δ(x1) · δ(x2) · . . . · δ(xn);

3)
∂nθ(x1, x2, . . . , xn)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
= δ(x1) · δ(x2) · . . . · δ(xn).

II. Доказать, что в D′(R2):

1)
∂

∂x
θ(at− |x|) = θ(t) · δ(at+ x) − θ(t) · δ(at− x);

2)

(
∂2

∂t2
θ(at− |x|), ϕ(t, x)

)
= −a

(
δ(at− |x|), ϕ′

t(t, x)
)
.

III. Доказать свойство 7 прямого произведения и изобразить на

координатной плоскости носители следующих обобщенных функций

из D′(R2):

δ(x− a) · θ(y − b), θ(x− a) · δ(y − b), δ(x− a) · δ(y − b).
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10 Свертка обобщенных функций

По сравнению с операцией прямого произведения, свертка явля-

ется преобразованием другой природы.

Пусть f(x) и g(x) — локально интегрируемые функции на R
n.

Свертка этих двух функций определяется соотношением

h(x) = f(x) ∗ g(x) =

∫

Rn

f(t) · g(x− t) dt =

∫

Rn

g(t) · f(x− t) dt

(если только интегралы существуют). Равенство этих двух интегра-

лов легко проверить заменой переменных z = x− t. Если, в частно-

сти, функции f(x) и g(x) принадлежат классу C(Rn), то f(x)∗g(x) ∈
C(Rn).

Отметим три частных случая, когда свертка существует и явля-

ется локально интегрируемой функцией:

1) одна (или обе) из функций f(x) или g(x) финитна;

2) одна из функций интегрируема на R
n, а другая ограничена на

R
n (или тоже интегрируема на R

n);

3) если n = 1 и supp f(x) ⊂ R
1
+, supp g(x) ∈ R

1
+, в этом случае

f(x) ∗ g(x) =





x∫

0

f(t) · g(x− t) dt, x ≥ 0;

0, x < 0.

Чтобы распространить определение свертки на обобщенные функ-

ции, рассмотрим сначала локально интегрируемые функции f(x) и

g(x), определенные на R
n, в предположении, что их свертка h(x)

существует и также является локально интегрируемой функцией.

В этом случае каждая из функций f(x), g(x) и h(x) порождает

регулярную обобщенную функцию. Исследуем, как связаны меж-

ду собой действия этих обобщенных функций на основные. Пусть



10. Свертка обобщенных функций 57

ϕ(x) ∈ D(Rn), тогда

(h(x), ϕ(x)) =

∫

Rn

h(x) · ϕ(x) dx =

∫

Rn



∫

Rn

f(ξ) · g(x− ξ) dξ


ϕ(x) dx.

Осуществим замену переменных η = x− ξ, тогда

(h(x), ϕ(x)) =

∫ ∫

R2n

f(ξ)g(η)ϕ(η + ξ) dη dξ.

Но правую часть этого равенства можно трактовать как результат

действия прямого произведения f(ξ) · g(η) на основную функцию

ϕ(ξ+ η), т. е. для регулярных обобщенных функций получено равен-

ство

(f(x) ∗ g(x), ϕ(x)) = (f(x) · g(y), ϕ(x+ y)), (10.1)

которое, естественно, и следовало бы принять за общее определение

свертки любых двух обобщенных функций f(x) и g(x).

Однако заметим, что функция ϕ(x + y) уже не является финит-

ной функцией в пространстве переменных x и y. Действительно, при

n = 1 если suppϕ(x) = [a; b], то (см. рис. 4) носителем функции

ϕ(x + y) является полоса, заключенная между прямыми x + y = a

и x+ y = b, т. е. suppϕ(x+ y) есть неограниченное в R
2 множество.

Поэтому формула (10.1), вообще говоря, не имеет смысла. Однако в

ряде случаев при довольно широких предположениях, которые бу-

дут ниже сформулированы, формула (10.1) все же имеет смысл.

По свойству 7 прямого произведения

supp [f(x) · g(y)] = supp f(x) × supp g(y).

Равенство (10.1) будет иметь смысл, если носитель suppϕ(x + y)

будет пересекаться с носителем supp [f(x) · g(y)] по ограниченно-

му множеству. В этом случае ϕ(x + y) можно заменить в «полосе»

(a ≤ x + y ≤ b) финитной функцией ψ(x, y) не изменяя ее значений
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x

y

x+ y = a

x+ y = b

Рис. 4

в точках пересечения носителей suppϕ(x+ y) и supp [f(x) · g(y)], но

тогда уже определено значение

(f(x) · g(y), ψ(x, y))

и оно не зависит от выбора значений функции ψ(x, y) вне указанного

пересечения.

Приведем здесь условия, при которых формула (10.1) имеет смысл:

1) одна (или обе) из обобщенных функций финитна;

2) если n = 1, носители supp f(x) и supp g(y) ограничены с одной

стороны;

3) если f(x, t), g(x, t) ∈ D′(Rn+1) причем f(x, t) = 0 при t < 0,

supp g(x, t) ⊂ Γ+ ≡ {|x| ≤ at} — замыкание конуса будущего.

Более подробно с этим вопросом можно ознакомиться в [6, с. 110–

112, 158–160].
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Свертка обладает свойствами линейности по каждому из множи-

телей и коммутативности [6, с. 108].

Дифференцирование свертки обобщенных функций осуществля-

ется по любой из формул

Dα(f(x) ∗ g(x)) = Dαf(x) ∗ g(x) = f(x) ∗Dαg(x). (10.2)

Действительно, ∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(Dα(f(x) ∗ g(x)), ϕ(x)) = (−1)|α|(f(x) ∗ g(x),Dαϕ(x)) =

= (−1)|α|(f(x), (g(y),Dαϕ(x+ y))) =

= (f(x), (Dαg(y), ϕ(x+ y))) = (f(x) ∗Dαg(x), ϕ(x)).

При доказательстве формулы (10.2) неявно предполагается, что су-

ществуют свертки Dαf(x) ∗ g(x) и f(x) ∗Dαg(x). Существование же

этих последних гарантируется существованием свертки f(x)∗g(x) [6,

с. 108–109]. Обратное утверждение неверно.

Свертка с дельта-функцией, как с финитной обобщенной функци-

ей, существует всегда. Действительно, ∀f(x) ∈ D′(Rn) и

∀ϕ(x) ∈ D(Rn)

(f(x) ∗ δ(x), ϕ(x)) = (f(x) · δ(y), ϕ(x+ y)) =

= (f(x), (δ(y), ϕ(x+ y))) = (f(x), ϕ(x)),

итак,

f(x) ∗ δ(x) = f(x).

Операция свертки в общем случае не ассоциативна (хотя прямое

произведение и обладает этим свойством):

(θ(x) ∗ δ′(x)) ∗ 1 = (θ′(x) ∗ δ(x)) ∗ 1 = (δ(x) ∗ δ(x)) ∗ 1 = δ(x) ∗ 1 = 1,

θ(x) ∗ (δ′(x) ∗ 1) = θ(x) ∗ (δ(x) ∗ 1′) = θ(x) ∗ (δ(x) ∗ 0) = θ(x) ∗ 0 = 0.
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Однако существуют классы обобщенных функций, например D′
+, на

которых свертка этим свойством обладает [6, с. 112].

Пример 1 [5, задача № 8.14 (1)]. Вычислить в D′(R1) свертку

θ(x− a) ∗ θ(x− b), 0 ≤ a ≤ b.

Пусть ϕ(x) ∈ D(R1), тогда

(θ(x− a) ∗ θ(x− b), ϕ(x)) = (θ(x− a) · θ(y − b), ϕ(x+ y)) =

= (θ(x− a), (θ(y − b), ϕ(x+ y))) = (θ(x− a), (θ(y), ϕ(x+ y + b))) =

=


θ(x− a),

+∞∫

0

ϕ(x+ y + b) dy


=


θ(x),

+∞∫

0

ϕ(x+ y + a+ b) dy


 =

=

+∞∫

0




+∞∫

0

ϕ(x+ y + a+ b) dy


 dx.

Осуществим во внутреннем интеграле замену переменных

x+ y = τ, а затем поменяем порядок интегрирования, тогда

(θ(x− a) ∗ θ(x− b), ϕ(x)) =

+∞∫

0




+∞∫

x

ϕ(τ + a+ b) dτ


 dx =

=

+∞∫

0




τ∫

0

ϕ(τ + a+ b) dx


 dτ =

+∞∫

0

τϕ(τ + a+ b) dτ =

= (θ(τ), τϕ(τ + a+ b)) = (τθ(τ), ϕ(τ + a+ b)) =

= ((τ − a− b)θ(τ − a− b), ϕ(τ)).

Итак,

θ(x− a) ∗ θ(x− b) = (x− a− b)θ(x− a− b).

В частности, при a = b = 0

θ(x) ∗ θ(x) = xθ(x).
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Пример 2 [5, задача № 8.14 (5)]. Вычислить в D′(R1) свертку

x2θ(x) ∗ sin(xθ(x)).

Пусть ϕ(x) ∈ D(R1), тогда

(x2θ(x) ∗ sin(xθ(x)), ϕ(x)) = (x2θ(x), (sin(yθ(y)), ϕ(x+ y))) =

=

+∞∫

0

x2




+∞∫

0

sin y ϕ(x+ y) dy


 dx =

=

+∞∫

0

x2




+∞∫

x

sin(τ − x)ϕ(τ) dτ


 dx =

=

+∞∫

0




τ∫

0

x2 sin(τ − x) dx


ϕ(τ) dτ =

=

+∞∫

0

(τ2 − 2 + 2 cos τ)ϕ(τ) dτ =

=

+∞∫

0

(
τ2 − 4 sin2 τ

2

)
ϕ(τ) dτ =

((
τ2 − 4 sin2 τ

2

)
θ(τ), ϕ(τ)

)
,

т. е.

x2θ(x) ∗ sin(xθ(x)) =
(
x2 − 4 sin2 x

2

)
θ(x).

Пример 3 [5, задача № 8.17]. Вычислить в D′(R1) свертку

fα(x) ∗ fβ(x), если fα(x) =
1

π
· α

α2 + x2
, α > 0.

Пусть ϕ(x) ∈ D(R1), тогда

(fα(x) ∗ fβ(x), ϕ(x)) = (fα(x) · fβ(y), ϕ(x+ y)) =

=

+∞∫

−∞

1

π

α

α2 + x2





+∞∫

−∞

1

π

β

β2 + x2
ϕ(x+ y) dy



 dx =
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=

+∞∫

−∞

1

π

α

α2 + x2





+∞∫

−∞

1

π

β

β2 + (t− x)2
ϕ(t) dt



 dx =

=

+∞∫

−∞

1

π2





+∞∫

−∞

α

α2 + x2
· β

β2 + (t− x)2
dx



ϕ(t) dt =

=

+∞∫

−∞

1

π2





+∞∫

−∞

α

α2 + t2
· β

β2 + (x− t)2
dt



ϕ(x) dx.

Вычислим внутренний интеграл

I =
1

π2

+∞∫

−∞

α

α2 + t2
· β

β2 + (x− t)2
dt.

Для этого преобразуем подынтегральную функцию к виду

α

α2 + t2
· β

β2 + (x− t)2
=

at+ b

α2 + t2
+

ct+ d

β2 + (x− t)2
,

где

c = −a, d = 2xa− b, a =
2xαβ

∆
, b =

(
x2 + β2 − α2

)
αβ

∆
,

∆ =
(
x2 + β2 − α2

)2
+ 4x2α2 =

(
x2 + (β + α)2

) (
x2 + (β − α)2

)
.

Откуда получаем

I =
1

π2

+∞∫

−∞

[
at+ b

α2 + t2
+

ct+ d

β2 + (x− t)2

]
dt =

=
1

π2

+∞∫

−∞

[
at+ b

α2 + t2
+
c(t− x) + (cx+ d)

β2 + (t− x)2

]
dt =

=
1

π2

+∞∫

−∞

[
at+ b

α2 + t2
+
ct+ (cx+ d)

β2 + t2

]
dt =
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=
1

π2

+∞∫

−∞

[
a

(
1

α2 + t2
− 1

β2 + t2

)
t+

b

α2 + t2
+
cx+ d

β2 + t2

]
dt.

Здесь первое слагаемое — нечетная функция по t, два других — чет-

ные, поэтому сразу получаем

I =
2

π2

[
b

α
· arctg

t

α
+
cx+ d

β
· t
β

]+∞

0

=

=
2

π2
· π

2
·
[
b

α
+
cx+ d

β

]
=

1

π
· (α+ β) · (x2 + (β − α)2)

∆
=

=
α+ β

π
· 1

x2 + (β + α)2
= fα+β(x).

Таким образом,

(fα(x) ∗ fβ(x), ϕ(x)) =

+∞∫

−∞

fα+β(x) · ϕ(x) dx,

т. е. fα(x) ∗ fβ(x) = fα+β(x).

Пример 4. Вычислить в D′(R1) свертку fα(x) ∗ fβ(x), если

fα(x) =
1

α
· exp

(
−π x

2

α2

)
, α > 0.

Пусть ϕ(x) ∈ D(R1), тогда

(fα(x) ∗ fβ(x), ϕ(x)) = (fα(x) · fβ(y), ϕ(x+ y)) =

=

+∞∫

−∞

1

α
exp

(
−π x

2

α2

)


+∞∫

−∞

1

β
exp

(
−π y

2

β2

)
ϕ(x+ y) dy



 dx =

=

+∞∫

−∞

1

α
exp

(
−π x

2

α2

)


+∞∫

−∞

1

β
exp

(
−π (τ − x)2

β2

)
ϕ(τ) dτ



 dx =

=
1

αβ

+∞∫

−∞

ϕ(τ)





+∞∫

−∞

exp

(
−π x

2

α2
− π

(τ − x)2

β2

)
dx



 dτ.
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Вычислим внутренний интеграл

I =
1

αβ

+∞∫

−∞

exp

(
−π x

2

α2
− π

(τ − x)2

β2

)
dx.

Для этого выделим полный квадрат относительно x в аргументе экс-

поненты и затем воспользуемся формулой для интеграла Пуассона

(см. указания к задачам для самостоятельного решения из § 5):

exp

(
−π x

2

α2
− π

(τ − x)2

β2

)
=

= exp

(
−π τ

2

β2

)
exp

(
− π

β2

(
α2 + β2

α2
· x2 − 2τx

))
=

= exp

(
−π τ

2

β2

)
exp

(
− π

β2
· α

2 + β2

α2

[(
x− α2τ

α2 + β2

)2

− α4τ2

(α2 + β2)2

])
=

= exp

(
− π

α2 + β2
τ2

)
· exp

(
−π · α

2 + β2

α2β2
·
(
x− α2τ

α2 + β2

)2
)
,

I =
1

αβ
· exp

(
− π

α2 + β2
τ2

)
·
√

πα2β2

π(α2 + β2)
=

=
1√

α2 + β2
· exp

(
− π

α2 + β2
τ2

)
= f√

α2+β2
(τ).

Таким образом, ∀ϕ(x) ∈ D(R1)

(fα(x) ∗ fβ(x), ϕ(x)) =

+∞∫

−∞

f√
α2+β2

(x)ϕ(x) dx,

т. е. fα(x) ∗ fβ(x) = f√
α2+β2

(x).

Пример 5 [5, задача № 8.33 (1)]. Вычислить в D′(R2) свертку

xθ(t) ∗ tθ(x).



10. Свертка обобщенных функций 65

Покажем, что такая свертка не существует, т. е. в данном случае

формула (10.1) не имеет смысла. Носителем прямого произведения

функций xθ(t) и τθ(y) является множество

supp (xθ(t) · τθ(y)) =
{
(x, y, t, τ) : x ∈ R

1, y ∈ R
1
+, t ∈ R

1
+, τ ∈ R

1
}
.

В качестве основной функции в формулу (10.1) подставим «шапоч-

ку»

ωr(x, t) =





exp

(
− r2

r2 − x2 − t2

)
, x2 + t2 < r2;

0, x2 + t2 ≥ r2.

Ее носителем является шар Ur(0)

suppωr(x, t) =
{
(x, t) : x2 + t2 ≤ r2

}
,

тогда носителем функции ωr(x+ y, t+ τ) является множество

{
(x, y, t, τ) : (x+ y)2 + (t+ τ)2 ≤ r2

}
,

которое пересекается с носителем supp (xθ(t) ·τθ(y)) по бесконечному

множеству.

Пример 6 [5, задача № 8.37 (1)]. Вычислить в D′(R2) свертку

exδ(t) ∗ θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
, a > 0.

Пусть ϕ(x, t) ∈ D(R2), тогда по формуле (10.1) имеем

I =

(
exδ(x) ∗ θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
, ϕ(x, t)

)
=

=

(
θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
,
(
eyδ(τ), ϕ(x+ y, t+ τ)

))
.

Преобразуем внутреннее выражение

ψ(x, t) =
(
eyδ(τ), ϕ(x+ y, t+ τ)

)
=

=
(
ey, (δ(τ), ϕ(x+ y, t+ τ))

)
=
(
ey, ϕ(x+ y, t)

)
=
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=

+∞∫

−∞

ey ϕ(x+ y, t) dy =

{
x+ y = z

dy = dz

}
=

+∞∫

−∞

ez−xϕ(z, t) dz,

поэтому

I =


 θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
, e−x

+∞∫

−∞

ezϕ(z, t) dz


 =

=

+∞∫

0

1

2a
√
πt




+∞∫

−∞

exp

(
− x2

4a2t
− x

)
·




+∞∫

−∞

ezϕ(z, t) dz


 dx


 dt.

Но

+∞∫

−∞

exp

(
− x2

4a2t
− x

)
dx =

+∞∫

−∞

exp

(
− (x+ 2a2t)2

4a2t
+ a2t

)
dx =

= 2a
√
πt exp(a2t)

(см. указание к задаче № 1 из § 5), следовательно,

I =

+∞∫

0

exp(a2t)

+∞∫

−∞

ezϕ(z, t) dz dt =
(
exp(a2t+ x)θ(t), ϕ(x, t)

)
.

Итак,

(ex · δ(t)) ∗ θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
= exp

(
a2t+ x

)
θ(t).

Пример 7 [5, задача № 8.37 (2)]. Вычислить в D′(R2) свертку

xetθ(t) ∗ θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
.

Для любой ϕ(x, t) ∈ D(R2) согласно (10.1)

I =

(
xetθ(t) ∗ θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
, ϕ(x, t)

)
=

=

(
θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
,
(
yeτθ(τ), ϕ(x+ y, t+ τ)

))
.
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Как и в предыдущем примере, вначале преобразуем внутреннее вы-

ражение

ψ(x, t) = (yeτθ(τ), ϕ(x+ y, t+ τ)) =

=

+∞∫

0




+∞∫

−∞

yeτϕ(x+ y, t+ τ) dy


 dτ =





x+ y = z

t+ τ = ξ

dydτ = dzdξ





=

=

+∞∫

t




+∞∫

−∞

(z − x)eξ−tϕ(z, ξ) dz


 dξ = e−t{α(t) − xβ(t)},

здесь введены обозначения

α(t) =

+∞∫

t

eξ




+∞∫

−∞

zϕ(z, ξ) dz


 dξ, β(t) =

+∞∫

t

eξ




+∞∫

−∞

ϕ(x, ξ) dz


 dξ.

Отсюда получаем

I =

(
θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
, ψ(x, t)

)
=

=

+∞∫

0

1

2a
√
πt




+∞∫

−∞

exp

(
− x2

4a2t

)
· e−t · {α(t) − xβ(t)} dx


 dt.

Поскольку

+∞∫

0

1

2a
√
πt




+∞∫

−∞

exp

(
− x2

4a2t

)
· e−t · (−x · β(t)) dx


 dt =

= −
+∞∫

0

e−t · β(t)

2a
√
πt




+∞∫

−∞

x · exp

(
− x2

4a2t

)
dx


 dt = 0

(в силу нечетности по x подынтегральной функции внутреннего ин-

теграла), то

I =

+∞∫

0

e−t · α(t)

2a
√
πt




+∞∫

−∞

exp

(
− x2

4a2t

)
dx


 dt =
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=

+∞∫

0

e−t · α(t)

2a
√
πt

· 2a
√
πt dt =

+∞∫

0

e−t · α(t) dt =

=

+∞∫

0

e−t




+∞∫

t

eξ




+∞∫

−∞

zϕ(z, ξ) dz


 dξ


 dt =

=





u =

+∞∫

t

eξ




+∞∫

−∞

zϕ(z, ξ) dz


 dξ, dv = e−t dt

du = −et
+∞∫

−∞

zϕ(z, t) dz dt, v = −e−t





=

= u · v
∣∣+∞
0

−
+∞∫

0




+∞∫

−∞

zϕ(z, t) dz


 dt =

=

+∞∫

0

eξ




+∞∫

−∞

zϕ(z, ξ) dz


 dξ −

+∞∫

0




+∞∫

−∞

zϕ(z, t) dz


 dt =

=

+∞∫

0

(et − 1)




+∞∫

−∞

zϕ(z, t) dz


 dt =

(
(et − 1)zθ(t), ϕ(z, t)

)
.

Таким образом,

xetθ(t) ∗ θ(t)

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
= (et − 1)x θ(t).

Пример 8 [5, задача № 8.36 (1)]. Вычислить в D′(R2) свертку

θ(at− |x|) ∗ [ω(t) · δ(x)],

a > 0, ω(t) ∈ C(t ≥ 0), ω(t) ≡ 0 при t < 0. Определение θ(at− |x|) см.

в примере 1 § 9.

Если ϕ(x, t) ∈ D(R2), то

(θ(at− |x|) ∗ [ω(t) · δ(x)], ϕ(x, t)) =
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=
(
θ(at− |x|), (ω(τ) · δ(y), ϕ(x+ y, t+ τ))

)
.

Но

ψ(x, t) =
(
ω(τ) · δ(y), ϕ(x+ y, t+ τ)

)
=

=
(
ω(τ), (δ(y), ϕ(x+ y, t+ τ))

)
=

=
(
ω(τ), ϕ(x, t+ τ)

)
=

+∞∫

−∞

ω(τ)ϕ(x, t+ τ) dτ =

=

+∞∫

0

ω(τ)ϕ(x, t+ τ) dτ =

{
t+ τ = ξ

dτ = dξ

}
=

+∞∫

t

ω(ξ − t)ϕ(x, ξ) dξ,

поэтому
(
θ(at− |x|), ψ(x, t)

)
=

=

+∞∫

0




at∫

−at




+∞∫

t

ω(ξ − t)ϕ(x, ξ) dξ


 dx


 dt =

=

+∞∫

0




0∫

−aξ

ϕ(x, ξ)




ξ∫

− x
a

ω(ξ − t) dt


 dx+

+

aξ∫

0

ϕ(x, ξ)




ξ∫

x
a

ω(ξ − t) dt


 dx


 dξ.

Осуществим во внутренних интегралах замену переменных

ξ − t = η, тогда исследуемое выражение принимает вид

(θ(at− |x|), ψ(x, t)) =

=

+∞∫

0




0∫

−aξ

ϕ(x, ξ)




ξ+ x
a∫

0

ω(η) dη


 dx+

aξ∫

0

ϕ(x, ξ)




ξ− x
a∫

0

ω(η) dη


 dx


 dξ =

=

+∞∫

0




aξ∫

−aξ

ϕ(x, ξ)




ξ− |x|
a∫

0

ω(η) dη


 dx


 dξ =
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=


θ(aξ − |x|),




ξ− |x|
a∫

0

ω(η) dη


 · ϕ(x, ξ)


 =

=




ξ− |x|
a∫

0

ω(η) dη · θ(aξ − |x|), ϕ(x, ξ)


.

Итак,

θ(at− |x|) ∗ [ω(t) · δ(x)] =




t− |x|
a∫

0

ω(η) dη


 θ(at− |x|).

Пример 9 [5, задача № 8.36 (2)]. Вычислить в D′(R3) свертку

θ
(
at−

√
x2 + y2

)
∗ (θ(t) · δ(x, y)), a > 0.

Пусть ϕ(x, y, t) ∈ D(R3), тогда

(
θ
(
at−

√
x2 + y2

)
∗ θ(t) · δ(x, y), ϕ(x, y, t)

)
=

=
(
θ
(
at−

√
x2 + y2

)
,
(
θ(τ) · δ(x1, y1), ϕ(x+ x1, y + y1, t+ τ)

))
=

=
(
θ
(
at−

√
x2 + y2

)
,
(
θ(τ), (δ(x1, y1), ϕ(x+ x1, y + y1, t+ τ))

))
=

=
(
θ
(
at−

√
x2 + y2

)
,
(
θ(τ), ϕ(x, y, t+ τ)

))
=

=


θ
(
at−

√
x2 + y2

)
,

+∞∫

0

ϕ(x, y, t+ τ) dτ


 =

=


θ
(
at−

√
x2 + y2

)
,

+∞∫

t

ϕ(x, y, ξ) dξ


 =

=

+∞∫

0



∫ ∫

x2+y2≤a2t2




+∞∫

t

ϕ(x, y, ξ) dξ


 dx dy


 dt =
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=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞




+∞∫

√
x2+y2

a




+∞∫

t

ϕ(x, y, ξ) dξ


 dt


 dx dy.

Преобразуем внутренний двойной интеграл

+∞∫

√
x2+y2

a




+∞∫

t

ϕ(x, y, ξ) dξ


 dt =





u =

+∞∫

t

ϕ(x, y, ξ) dξ, dv = dt

du = −ϕ(x, y, t) dt, v = t





=

= −
√
x2 + y2

a

+∞∫

√
x2+y2

a

ϕ(x, y, t) dt+

+∞∫

√
x2+y2

a

tϕ(x, y, t) dt =

=

+∞∫

√
x2+y2

a

(
t−

√
x2 + y2

a

)
ϕ(x, y, t) dt.

Отсюда получаем

(
θ
(
at−

√
x2 + y2

)
∗ θ(t) · δ(x, y), ϕ(x, y, t)

)
=

=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

+∞∫

√
x2+y2

a

(
t−

√
x2 + y2

a

)
ϕ(x, y, t) dt dx dy =

=

(
θ
(
at−

√
x2 + y2

)
,

(
t−

√
x2 + y2

a

)
ϕ(x, y, t)

)
=

=

((
t−

√
x2 + y2

a

)
θ
(
at−

√
x2 + y2

)
, ϕ(x, y, t)

)
.

Итак, доказано равенство

θ
(
at−

√
x2 + y2

)
∗ [θ(t) · δ(x, y)] =

=

(
t−

√
x2 + y2

a

)
θ
(
at−

√
x2 + y2

)
.
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Пример 10 [5, задача № 8.41]. Доказать, что для семейства обоб-

щенных функций

fα(x) =





θ(x)

Γ(α)
xα−1, α > 0;

f
(N)
α+N (x), α ≤ 0, α+N > 0, N ∈ N,

зависящего от параметра α ∈ R
1, справедливо равенство

fα ∗ fβ = fα+β .

Вначале докажем это равенство для случая α > 0 и β > 0, тог-

да fα(x) и fβ(x) являются регулярными обобщенными функциями,

причем порождающие их локально интегрируемые функции обра-

щаются в нуль при x < 0, а значит искомая свертка также будет

регулярной обобщенной функцией, действие которой на основные

задается функцией

fα(x) ∗ fβ(x) = θ(x)

x∫

0

tα−1

Γ(α)
· (x− t)β−1

Γ(β)
dt =

=
xα+β−1θ(x)

Γ(α) · Γ(β)

x∫

0

(
t

x

)α−1(
1 − t

x

)β−1

d

(
t

x

)
=

=
xα+β−1θ(x)

Γ(α) · Γ(β)

1∫

0

yα−1(1 − y)β−1 dy =

=
xα+β−1θ(x)

Γ(α)Γ(β)
·B(α, β) =

θ(x)

Γ(α+ β)
xα+β−1 = fα+β(x).

Если α ≤ 0 или β ≤ 0, то, выбирая натуральные N и M такими,

чтобы α+N > 0 и β +M > 0, получим

fα(x) ∗ fβ(x) = f
(N)
α+N (x) ∗ f (M)

β+M (x) = (fα+N (x) ∗ fβ+M (x))(N+M) =

= (fα+β+N+M (x))(N+M) = fα+β(x).
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Пример 11 [5, задача № 8.28]. Используя результат предыдущего

примера, решим уравнение Абеля

x∫

0

u(ξ)

(x− ξ)α
dξ = g(x),

где g(x) ∈ C1 (x ≥ 0), g(0) = 0, 0 < α < 1.

Доопределим функции u(x) и g(x) нулями при x < 0, введем

параметр λ = 1 − α, 0 < λ < 1 и вместе с ним функцию

fλ(x) =
θ(x)

Γ(λ)
xλ−1,

очевидно, −1 < λ − 1 < 0. В этих обозначениях уравнение Абеля

можно переписать в виде

Γ(λ)(u(x)θ(x) ∗ fλ(x)) = g(x)θ(x)

или

u(x)θ(x) ∗ fλ(x) =
1

Γ(λ)
g(x)θ(x).

Вычислим свертки левой и правой частей этого равенства с функ-

цией f−λ(x)

u(x)θ(x) ∗ (fλ(x) ∗ f−λ(x)) =
1

Γ(λ)
(f−λ(x) ∗ g(x)θ(x)).

Согласно доказанному в примере 8 получаем

u(x)θ(x) ∗ f0(x) =
1

Γ(λ)
(f−λ(x) ∗ g(x)θ(x))

или

u(x)θ(x) ∗ d

dx
f1(x) =

1

Γ(λ)

(
d

dx
f1−λ(x) ∗ g(x)θ(x)

)
,

u(x)θ(x) ∗ d

dx
θ(x) =

1

Γ(λ)

(
d

dx
fα(x) ∗ g(x)θ(x)

)
.

Поскольку θ′(x) = δ(x) и по свойству дифференцирования свертки

имеем

u(x)θ(x) ∗ δ(x) =
1

Γ(λ)

(
fα(x) ∗ d

dx
(g(x)θ(x))

)
,
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u(x)θ(x) =
1

Γ(λ)
fλ(x) ∗ g′(x)θ(x).

Отсюда получаем

u(x)θ(x) =
θ(x)

Γ(λ)Γ(α)

x∫

0

g′(t)

(x− t)1−α
dt.

Но по формуле дополнения для гамма-функций Γ(λ)Γ(α) =

Γ(1 − α)Γ(α) =
π

sinαπ
, поэтому окончательно имеем

u(x) =
sinαπ

π

x∫

0

g′(t)

(x− t)1−α
dt.

Другое решение этого уравнения, использующее преобразование Ла-

пласа, см. в [9, с. 272].

Задачи для самостоятельного решения

I. Показать, что:

а) δ(x− a) ∗ f(x) = f(x− a); б) δ(x− a) ∗ δ(x− b) = δ(x− a− b);

в) δ(m)(x) ∗ f(x) = f (m)(x); г) δ(m)(x− a) ∗ f(x) = f (m)(x− a).

II. Вычислить в D′(R1) свертки:

а) θ(x) ∗ x2θ(x); б) e−|x| ∗ e−|x|;

в) e−ax
2 ∗ xe−ax2

, a > 0; г) cosxθ(x) ∗ x3θ(x);

д) sinxθ(x) ∗ sinhxθ(x); е) θ(a− |x|) ∗ θ(a− |x|).
III. Вычислить в D′(R2) свертки:

а) θ(t− |x|) ∗ θ(t− |x|); б) θ(t) · θ(x) ∗ θ(t− |x|);

в) θ(x)δ(t) ∗ θ(t)

2
√
πt

exp

(
−x

2

4t

)
; г) θ(at− |x|) ∗ ∂

∂t
[θ(t) · δ(x)];

д) θ(at− |x|) ∗ [θ(t) · δ′(x)]; е) θ(at− |x|) ∗ [θ(x) · δ(t)];

ж) θ(at− |x|) ∗ ∂

∂t
[ω(x)θ(x)δ(t)],

ω(x) ∈ C(R1); з) θ(at− |x|) ∗ ∂

∂x
[θ(x)δ(t)].
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IV. Доказать утверждения:

1) если fα = θ(x)
xα−1

Γ(α)
e−ax, α ∈ N, то

fα(x) ∗ fβ(x) = fα+β(x);

2) если fα(x) =
1√
2πα

exp

(
− x2

2α2

)
, α > 0, то

fα(x) ∗ fβ(x) = f√
α2+β2

(x);

3) если

fα(x) =





θ(x)

Γ(α)
xα−1, α > 0;

f
′

α+1, α ≤ 0,

то

fα(x) ∗ fβ(x) = fα+β(x).

11 Фундаментальные решения линейных

дифференциальных операторов с

постоянными коэффициентами

Рассмотрим линейный дифференциальный оператор порядка m

L(D) =

m∑

|α|=0

aα ·Dα.

Здесь aα ∈ R
1, Dα — мультииндекс.

Определение. Фундаментальным решением (функцией влия-

ния, элементарным решением) оператора L(D) называется обоб-

щенная функция E(x) ∈ D′(Rn), удовлетворяющая равенству

L(D)E(x) = δ(x).
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Естественно, E(x) определяется с точностью до слагаемого E0(x),

которое является произвольным решением однородного уравнения

L(D)E0(x) = 0.

С помощью фундаментального решения E(x) дифференциально-

го оператора L(D) можно строить решения уравнения

L(D)u = f(x), (11.1)

где f(x) ∈ D′(Rn). А именно, имеет место

Теорема. Если f(x) ∈ D′(Rn) и существует свертка E(x)∗f(x)

в D′(Rn), то уравнение (11.1) имеет обобщенное решение

u = E(x) ∗ f(x). (11.2)

Это решение единственно в классе тех обобщенных функций f(x),

для которых существует свертка.

Доказательство. Для доказательства первого утверждения тео-

ремы подставим (11.2) в (11.1), тогда

L(D)(E(x) ∗ f(x)) = (L(D)E(x)) ∗ f(x) = δ(x) ∗ f(x) = f(x),

т. е. функция (11.2) действительно является решением уравнения

(11.1). Для доказательства единственности покажем, что однородное

уравнение L(D)u = 0 имеет только тривиальное решение. Действи-

тельно, пусть u1(x) — некоторое решение однородного уравнения,

тогда справедлива следующая цепочка равенств

u1(x) = u1(x) ∗ δ(x) = u1(x) ∗ (L(D)E(x)) =

= (L(D)u1(x)) ∗ E(x) = 0 ∗ E(x) = 0.

Теорема доказана. �

Пример 1 [5, задача № 8.26]. Доказать, что фундаментальным

решением дифференциального оператора с обыкновенными произ-

водными

L ≡ dn

dtn
+ a1

dn−1

dtn−1
+ . . .+ an−1

d

dt
+ an
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является функция

E(t) = Z(t)θ(t),

где Z(t) — решение задачи Коши

LZ(t) = 0,

Z(0) = Z ′(0) = . . . = Z(n−2)(0) = 0,

Z(n−1)(0) = 1.

Найдем все обобщенные производные функции E(t) до n-го порядка

включительно:

E ′(t) = Z ′(t)θ(t) + Z(0)δ(t) = Z ′(t)θ(t),

E ′′(t) = Z ′′(t)θ(t) + Z ′(0)δ(t) = Z ′′(t)θ(t),

. . . . . . . . .

E(n−1)(t) = Z(n−1)(t)θ(t) + Z(n−2)(0)δ(t) = Z(n−1)(t)θ(t),

E(n)(t) = Z(n)(t)θ(t) + Z(n−1)(0)δ(t) = Z(n)(t)θ(t) + δ(t).

Отсюда получаем

LE(t) = (LZ(t))θ(t) + δ(t) = δ(t).

Задачи для самостоятельного решения

I. Доказать, что указанная функция E(t) является фундамен-

тальным решением соответствующего дифференциального операто-

ра:

1) E(t) = e±atθ(t),
d

dt
∓ a;

2) E(t) =
sin at

a
θ(t),

d2

dt2
+ a2;
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3) E(t) =
sinh at

a
θ(t),

d2

dt2
− a2;

4) E(t) =
tm−1

(m− 1)!
e±atθ(t),

(
d

dt
∓ a

)m
, m ∈ N;

5) E(t) =

∞∑

n=1

an−1 tnk−1

(nk − 1)!
θ(t),

dk

dtk
− a.

II. Найти фундаментальные решения следующих дифференци-

альных операторов:

а)
d2

dt2
+ 4

d

dt
; б)

d2

dt2
− 2

d

dt
+ 1; в)

d2

dt2
+ 3

d

dt
+ 2;

г)
d2

dt2
− 4

d

dt
+ 5; д)

d3

dt3
− a3; е)

d3

dt3
− 3

d2

dt2
+ 2

d

dt
;

ж)
d4

dt4
− a4; з)

d4

dt4
− 2

d2

dt2
+ 1.

12 Задача Коши для обыкновенного

линейного дифференциального

уравнения с постоянными

коэффициентами

Рассмотрим задачу Коши

Lu ≡ u(n) + a1u
(n−1) + . . .+ anu = f(t), t > 0,

u(k)(0) = uk, k = 0, . . . , n− 1,

f(t) ∈ C(t ≥ 0).

Пусть u(t) ∈ Cn(t ≥ 0) — решение этой задачи Коши, продолжим

u(t) и f(t) нулем при t < 0 и обозначим продолженные функции ũ и
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f̃ , тогда (см. § 8, пример 4)

ũ(k)(t) =
{
ũ(k)(t)

}
θ(t) +

k−1∑

j=0

ujδ
(k−1−j)(t), k = 1, . . . , n.

Отсюда

Lũ ≡ {Lu(t)}θ(t) + u0δ
(n−1)(t) + (a1u0 + u1)δ

(n−2)(t)+

+ . . .+ (an−1u0 + an−2u1 + . . .+ un−1) δ(t) =

= f(t)θ(t) +

n−1∑

k=0

ckδ
(k)(t) = f̃(t) +

n−1∑

k=0

ckδ
(k)(t),

где

c0 = an−1u0 + . . .+ a1un−2 + un−1, . . . ,

cn−2 = a1u0 + u1, cn−1 = u0.

Таким образом, ũ(t) и f̃(t) в обобщенном смысле удовлетворяют диф-

ференциальному уравнению

Lũ = f̃(t) +
n−1∑

k=0

ckδ
(k)(t). (12.1)

Задачу о построении обобщенного решения уравнения (12.1) называ-

ют обобщенной задачей Коши. Поскольку носители фундаменталь-

ного решения E(t) дифференциального оператора L и правой части

уравнения (12.1) ограничены слева, то их свертка существует (см.

замечание к формуле (10.1) из § 10), поэтому согласно теореме из

§ 11 обобщенным решением уравнения (12.1) является функция

ũ = E(t) ∗
(
f̃(t) +

n−1∑

k=0

ckδ
(k)(t)

)
= E(t) ∗ f̃(t) +

n−1∑

k=0

ckE(k)(t) =

=




t∫

0

Z(t− s)f(s) ds+

n−1∑

k=0

ckZ
(k)(t)


 θ(t), (12.2)
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где Z(t) см. в примере 1 § 11.

Итак, классическое решение исходной задачи Коши, будучи про-

долженное нулем, при t < 0 удовлетворяет уравнению (12.1) в обоб-

щенном смысле. Это уравнение имеет единственное обобщенное ре-

шение в классе обобщенных функций с ограниченным слева носите-

лем, и это решение дается формулой (12.2). Но обобщенная функ-

ция из формулы (12.2) является регулярной обобщенной функцией

(см. § 3) и порождается функцией класса C(t ≥ 0), стоящей в каче-

стве множителя при θ(t) в формуле (12.2). Таким образом, обобщен-

ное решение совпадает с классическим, и это последнее приведено

в формуле (12.2). Значит, при t > 0 из обобщенного решения (12.2)

получаем классическое решение исходной задачи Коши

u(t) =

t∫

0

Z(t− s)f(s) ds+

n−1∑

k=0

ckZ
(k)(t).

В частности, для задач Коши

u̇+ au = f(t), u(0) = u0,

ü+ a2u = f(t), u(0) = u0, u̇(0) = u1

последняя формула принимает вид

u(t) = e−atu0 +

t∫

0

e−a(t−s)f(s) ds,

u(t) = u0 cos at+
u1

a
sin at+

1

a

t∫

0

sin a(t− s)f(s) ds.
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13 Задача Коши для вырожденной

системы обыкновенных

дифференциальных уравнений

первого порядка

В этом параграфе изложены некоторые результаты по теории

разрешимости сингулярных уравнений в банаховых пространствах,

полученные на кафедре математического анализа Иркутского госу-

дарственного университета под руководством профессора Н. А. Си-

дорова. Для полного понимания всех последующих выкладок необ-

ходимо ознакомиться с рядом специальных фактов и утверждений о

конечномерных пространствах и линейных отображениях этих про-

странств. Все эти сведения приведены в § 15.

Рассмотрим задачу Коши

Bẋ = Ax+ f(t), (13.1)

x(0) = x0 (13.2)

гдеB,A— квадратныеm×m матрицы, x(t), f(t) —m-мерные вектор-

функции, detB = 0, dimN(B) = 1, f(t) ∈ C(t ≥ 0).

Известно, что такие задачи не всегда разрешимы в классе непре-

рывных функций. Нашей дальнейшей целью является выяснение

условий, при которых имеет место такая разрешимость, при этом

мы будем использовать почти весь набор операций над обобщенны-

ми функциями, изложенный в предыдущих пунктах.

Пусть x(t) ∈ C1(t ≥ 0) — решение задачи (13.1)–(13.2), введем

обозначения x̃(t) = x(t)θ(t), f̃(t) = f(t)θ(t), тогда для обобщенной

производной вектор-функции x̃(t) справедлива следующая цепочка

равенств:

B
.

x̃ (t) = B(ẋ(t)θ(t) + x0δ(t)) = Bẋ(t)θ(t) +Bx0δ(t) =
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= (Ax+ f(t))θ(t) +Bx0δ(t) = Ax̃(t) +Bx0δ(t) + f̃(t).

Таким образом, классическое решение задачи Коши (13.1)–(13.2) и

функция f(t), будучи продолженные нулями при t < 0, в обобщенном

смысле удовлетворяют уравнению

B
.

x̃ (t) = Ax̃(t) +Bx0δ(t) + f̃(t). (13.3)

Задачу о построении обобщенного решения уравнения (13.3) называ-

ют обобщенной задачей Коши, соответствующей задаче (13.1)–(13.2).

Поскольку в правой части уравнения (13.3) содержатся регулярная

обобщенная функция f̃(t) и дельта-функция Bx0δ(t), то попытаемся

строить обобщенное решение уравнения (13.3) в классе K ′
+ — обоб-

щенных функций, представимых в виде суммы

x̃(t) = ω(t) + u(t)θ(t), (13.4)

где ω(t) — линейная комбинация дельта-функции и ее производных

(сингулярная составляющая решения), u(t) ∈ C1(t ≥ 0) — регулярная

составляющая решения. Подставим (13.4) в (13.3)

Bω̇(t) +Bu(0)δ(t) +Bu̇(t)θ(t) =

= Au(t)θ(t) + f̃(t) +Bx0δ(t) +Aω.

В левой и правой частях последнего равенства содержатся как ре-

гулярные, так и сингулярные составляющие. Приравняем их друг

другу

Bω̇(t) +Bu(0)δ(t) = Aω +Bx0δ(t), (13.5)

Bu̇(t) = Au(t) + f(t), (13.6)

u
∣∣
t=0

= u(0). (13.7)

Обобщенное решение (13.4) будет построено, если сможем подобрать

сингулярную составляющую ω(t) такой, чтобы удовлетворялось ра-

венство (13.5), а задача Коши (13.6)–(13.7) была бы разрешима в
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классе C1(t ≥ 0). Отметим, что внешне задача Коши (13.6)–(13.7)

выглядит так же, как и исходная, однако, она имеет одно преимуще-

ство, на которое ниже укажем особо.

Во всех дальнейших выкладках будем предполагать выполнен-

ным условие

А) базисный вектор e ∈ N(B) имеет A-жорданову цепочку конеч-

ной длины p

e = e(1), e(2), . . . , e(p).

Сингулярную составляющую ω(t) будем искать в виде

ω(t) = ω0δ(t) + ω1δ
′(t) + . . .+ ωp−2δ

(p−2)(t). (13.8)

Подставим (13.8) в (13.5)

Bωp−2δ
(p−1)(t) + . . .+Bω1δ

′′(t) +Bω0δ
′(t) +Bu(0)δ(t) =

= Aωp−2δ
(p−2)(t) + . . .+Aω1δ

′(t) + (Bx0 +Aω0)δ(t),

после этого приравняем выражения, стоящие при одинаковых про-

изводных от δ(t), 



Bωp−2 = 0,

Bωp−3 = Aωp−2,

. . .

Bω0 = Aω1,

Bu(0) = Bx0 +Aω0.

(13.9)

Из первого уравнения системы (13.9) находим

ωp−2 = cpe
(1).

Подставим ωp−2 во второе уравнение системы (13.9), тогда в силу

условия А) находим

ωp−3 = cp−1e
(1) + cpe

(2).
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После подстановки ωp−2 и ωp−3 в третье уравнение системы (13.9) в

силу условия А) получаем

ωp−4 = cp−2e
(1) + cp−1e

(2) + cpe
(3).

Последовательно решая остальные уравнения системы (13.9), ис-

пользуя при этом условие А), найдем все коэффициенты ωp−i и эле-

мент u(0)

ωp−i = cp+2−ie
(1) + cp+1−ie

(2) + . . .+ cpe
(i−1), i = 2, . . . , p, (13.10)

u(0) = x0 + c1e
(1) + c2e

(2) + . . .+ cpe
(p). (13.11)

Подставим (13.11) в (13.7). Теперь видны преимущества задачи

(13.6)–(13.7) перед (13.1)–(13.2), а именно, начальные условия в ис-

ходной задаче (13.2) фиксированы, а в новой (13.7) содержат p сво-

бодных числовых параметров ci, i = 1, . . . , p, которыми в дальней-

шем можно будет распорядиться должным образом.

Решение u(t) ∈ C1(t ≥ 0) задачи Коши (13.6)–(13.7) будем искать

в виде u(t) = u(0) + y(t), где y(t) ∈ C1(t ≥ 0) и y(0) = 0. Функция

y(t) принимает значения в пространстве R
m
1 , а для пространства

R
m
1 справедливо разложение R

m
1 = R

m−1
1 ⊕ {e}, причем R

m−1
1 яв-

ляется образом R
m−1
2 при отображении Γ, поэтому решение задачи

(13.6)–(13.7) можно искать в виде

u(t) = u(0) + Γv(t) + ξ(t) · e(1), (13.12)

(v(t), e∗) = 0, (13.13)

v(0) = 0, ξ(0) = 0. (13.14)

После подстановки (13.11) в (13.6), в силу (13.13), получим относи-

тельно v(t) дифференциальное уравнение

v̇(t) = AΓv(t) + ξ(t) ·Ae+Au(0) + f(t)
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с начальным условием (13.14). Отсюда находим

v(t) =

t∫

0

expAΓ(t− s)Ae(1) · ξ(s) ds+

+

t∫

0

expAΓ(t− s)(Ax0 + f(s)) ds+ (13.15)

+

t∫

0

expAΓ(t− s)
(
c1 ·Ae(1) + c2 ·Ae(2) + . . .+ cp ·Ae(p)

)
ds.

После подстановки этого выражения для v(t) в формулу (13.13) по-

лучим относительно ξ(t) интегральное уравнение Вольтерра 1-го ро-

да вида

t∫

0

K(t− s)ξ(s) ds = b(t)− c1 · a1(t)− c2 · a2(t)− . . .− cp · ap(t), (13.16)

где введены обозначения (с учетом условия А))

K(t− s) = 〈expAΓ(t− s)Ae, e∗〉 =
(t− s)p−1

(p− 1)!
+

(t− s)2p−1

(2p− 1)!
+ . . . ,

a1(t) =

t∫

0

〈
expAΓ(t− s)Ae(1), e∗

〉
ds =

tp

p!
+

t2p

(2p)!
+ . . . ,

a2(t) =

t∫

0

〈
expAΓ(t− s)Ae(2), e∗

〉
ds =

tp−1

(p− 1)!
+

t2p−1

(2p− 1)!
+ . . . ,

. . .

ap(t) =

t∫

0

〈
expAΓ(t− s)Ae(p), e∗

〉
ds = t+

tp+1

(p+ 1)!
+ . . . ,

b(t) = −
t∫

0

〈expAΓ(t− s)(Ax0 + f(s)), e∗〉 ds. (13.17)



86 13. Задача Коши для вырожденной системы

Здесь, не ограничивая общности, считаем
〈
Ae(p), e∗

〉
= 1. Уравне-

ние (13.16) будем решать последовательным дифференцированием.

Продифференцируем (13.16) первый раз

K(0)ξ(t)+

t∫

0

K ′(t−s)ξ(s) ds = b′(t)−c1 ·a′1(t)−c2 ·a′2(t)− . . .−cp ·a′p(t)

или

t∫

0

K ′(t− s)ξ(s) ds = b′(t) − c1 · a′1(t) − c2 · a′2(t) − . . .− cp · a′p(t).

Поскольку левая часть последнего уравнения при t = 0 обращается

в нуль, то необходимо, чтобы обращалась в нуль и правая часть

b′(0) − c1 · a′1(0) − c2 · a′2(0) − . . .− cp · a′p(0) = 0

или

b′(0) − cp = 0,

cp = b′(0).

Продифференцируем (13.16) два раза

K ′(0)ξ(t)+

t∫

0

K ′′(t−s)ξ(s) ds = b′′(t)−c1 ·a′′1(t)−c2 ·a′′2(t)−. . .−cp ·a′′p(t)

или

t∫

0

K ′′(t− s)ξ(s) ds = b′′(t) − c1 · a′′1(t) − c2 · a′′2(t) − . . .− cp · a′′p(t).

Рассуждая так же, как выше, получим

cp−1 = b′′(0).

Продолжая далее эти выкладки, найдем значения всех параметров ci

cp−i = b(i+1)(0), i = 0, . . . , p− 1, (13.18)
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причем после p-кратного дифференцирования уравнения (13.16) по-

лучаем

K(p−1)(0)ξ(t) +

t∫

0

K(p)(t− s)ξ(s) ds =

= b(p)(t) − c1 · a(p)
1 (t) − c2 · a(p)

2 (t) − . . .− cp · a(p)
p (t)

или

ξ(t) +

t∫

0

K(t− s)ξ(s) ds =

= b(p)(t) − c1 · (1 + a1(t)) − c2 · a2(t) − . . .− cp · ap(t).

Учитывая теперь уравнение (13.16), получаем вид функции ξ(t)

ξ(t) = b(p)(t) − b(p)(0) − b(t). (13.19)

Таким образом, доказано следующее утверждение

Теорема 1. Если выполнено условие А), f(t) ∈ Cp(t ≥ 0), то за-

дача Коши (13.1)–(13.2) имеет в классе K ′
+ единственное решение,

которое может быть восстановлено по формулам (13.4), (13.8),

(13.10)–(13.12), (13.15), (13.18), (13.19).

Если начальные условия x0 и правая часть f(t) исходной зада-

чи (13.1)–(13.2) таковы, что для функции b(t) из формулы (13.17)

выполнены условия

b(i)(0) = 0, i = 1, . . . , p, (13.20)

то согласно формулам (13.10), (13.8) и (13.18) сингулярная состав-

ляющая ω(t) обобщенного решения (13.4) обращается в нуль, а за-

дача (13.6)–(13.7) превращается в исходную (13.1)–(13.2), т. е. в этом

случае обобщенное решение оказывается классическим, т. е. из клас-

са C(t ≥ 0).

Итак, имеет место
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Теорема 2. Если выполнены условия А) и (13.20), f(t) ∈
Cp(t ≥ 0), то задача Коши (13.1)–(13.2) однозначно разрешима в

классе C1(t ≥ 0), причем это решение можно восстановить по фор-

мулам (13.12), (13.15), (13.17), (13.19).

Замечание. Условия (13.20) описывают совокупность началь-

ных условий x0 и правых частей f(t), при которых разрешима в

классе C1(t ≥ 0) исходная задача Коши (13.1)–(13.2).

Задачи для самостоятельного решения

I. Получите утверждения, аналогичные теоремам 1 и 2, для задач

Коши

Bẍ = Ax+ f(t), (13.20)

x(0) = x0, ẋ(0) = x1 (13.21)

и

Bx(k) = Ax+ f(t), (13.22)

x(0) = x0, ẋ(0) = x1, . . . , x(k−1) = xk−1. (13.23)

II. Теоремы 1 и 2 допускают обобщения на случай

dimN(B) > 1. Заменив условие А) требованием существования пол-

ного A-жорданова набора для B, попытайтесь получить эти утвер-

ждения как для системы (13.1)–(13.2), так и для систем (13.20)–

(13.21) и (13.22)–(13.23).

14 Интегральные преобразования

обобщенных функций

Преобразование Фурье обобщенных функций медленного роста.

Пусть f(x) — абсолютно интегрируемая на R
n функция (т. е.
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∫

Rn

|f(x)| dx < +∞), тогда существует ее преобразование Фурье, опре-

деляемое следующим образом:

F [f(x)](ξ)
def
=

∫

Rn

f(x)ei(ξ,x) dx,

причем, как функция ξ ∈ R
n, F [f(x)](ξ) ∈ C(Rn) и равномерно

ограничена

|F [f(x)](ξ)| ≤
∫

Rn

|f(x)| dx.

Таким образом, F [f(x)](ξ) порождает регулярную обобщенную функ-

цию на S(Rn), действующую по правилу

(F [f(x)](ξ), ϕ(ξ)) =

∫

Rn

F [f(x)](ξ)ϕ(ξ) dξ, ∀ϕ(ξ) ∈ S(Rn).

Но по теореме Фубини (см. [11, с. 53])

∫

Rn

F [f(x)](ξ)ϕ(ξ) dξ =

∫

Rn



∫

Rn

f(x)ei(ξ,x) dx


ϕ(ξ) dξ =

=

∫

Rn

f(x)



∫

Rn

ϕ(ξ)ei(ξ,x) dξ


 dx =

∫

Rn

f(x)F [ϕ(ξ)] dx.

Следовательно, справедливо равенство

(F [f(x)](ξ), ϕ(ξ)) = (f(x), F [ϕ(ξ)](x)) ∀ϕ(ξ) ∈ S(Rn),

которое и принимается за определение преобразования Фурье про-

извольной обобщенной функции медленного роста.

Определение. Если f(x) ∈ S ′(Rn), то

(F [f(x)](ξ), ϕ(ξ))
def
= (f(x), F [ϕ(ξ)](x)) ∀ϕ ∈ S(Rn).

Приведем здесь основные свойства преобразования Фурье (см. [6,

с. 128–131]):
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1) (дифференцирование) если f(x) ∈ S ′(Rn), то

Dα
ξ F [f(x)](ξ) = F [(ix)αf(x)](ξ), F [Dαf(x)](ξ) = (−iξ)αF [f(x)](ξ);

2) (преобразование сдвига) если f(x) ∈ S ′(Rn), то

F [f(x−x0)](ξ) = ei(x0,ξ)F [f(x)](ξ), F [f(x)](ξ+ξ0) = F [ei(x,ξ0)f(x)](ξ);

3) (преобразование подобия) если f(x) ∈ S ′(Rn), то

F [f(cx)](ξ) =
1

|c|nF [f(x)]

(
ξ

c

)
;

4) (преобразование Фурье прямого произведения) если f(x) ∈
S ′(Rn) и g(y) ∈ S ′(Rm), то

F [f(x) · g(y)](ξ, η) = F [f(x)](ξ) · F [g(y)](η);

5) (преобразование Фурье свертки) если f(x) ∈ S ′(Rn) и g(x) —

финитная обобщенная функция, то

F [f(x) ∗ g(x)](ξ) = F [g(x)](ξ) · F [f(x)](ξ),

где F [g(x)](ξ) ∈ θM (определение класса θM см. в замечании из § 2).

Обратным преобразованием Фурье обобщенных функций f(x) ∈
S ′(Rn) называется преобразование

F−1[f(ξ)](x) =
1

(2π)n
F [f(−ξ)](x) =

1

(2π)n
F [f(ξ)](−x),

таким образом,

(2π)nF−1[f(ξ)](x) = F [f(ξ)](−x).

Отметим, что преобразования Фурье F и F−1 преобразуют про-

странство S ′(Rn) в себя взаимнооднозначно и непрерывно.

Пример 1 (преобразование Фурье δ-функции [5, задача

№ 9.11 (1)]). Вычислить F [δ(x− x0)](ξ)

(F [δ(x− x0)](ξ), ϕ(ξ)) = (δ(x− x0), F [ϕ(ξ)](x)) =
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=

∫

Rn

ϕ(ξ)ei(ξ,x0) dξ = (ei(ξ,x0), ϕ(ξ))

или

F [δ(x− x0)](ξ) = ei(ξ,x0).

Если x0 = 0, то F [δ(x)](ξ) = 1, тогда

δ(x) = F−1[1] =
1

(2π)n
F [1],

т. е. F [1] = (2π)nδ(x).

Отметим, что классическое преобразование Фурье константы не

существует. По формулам связи операции дифференцирования и пре-

образования Фурье получаем

F [Dαδ(x)](ξ) = (−iξ)αF [δ(x)](ξ) = (−iξ)α

или

F
[
(−i)|α|Dαδ(x)

]
(ξ) = (ξ)α,

тогда

(−i)|α|Dαδ(x) = F−1[(ξ)α](x) =
1

(2π)n
F [(ξ)α](x),

F [(ξ)α](x) = (2π)n(−i)|α|Dαδ(x).

Таким образом,

F [(x)α](ξ) = (2π)n(−i)|α|Dαδ(ξ).

Пример 2 [5, задача № 9.11 (3, 4)]. Вычислить F

[
P 1

x

]
(ξ) и

F [signx].

(
F

[
P 1

x

]
(ξ), ϕ(ξ)

)
=

(
P 1

x
, F [ϕ(ξ)](x)

)
=


P 1

x
,

+∞∫

−∞

ϕ(ξ)eixξ dξ


 =

= lim
ǫ→0+




−ǫ∫

−∞

+

+∞∫

ǫ




 1

x

+∞∫

−∞

ϕ(ξ)eixξ dξ


 dx =
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=

+∞∫

−∞

ϕ(ξ)


 lim
ǫ→0+




−ǫ∫

−∞

+

+∞∫

ǫ


 cosxξ + i sinxξ

x
dx


 dξ =

= i

+∞∫

−∞

ϕ(ξ)




+∞∫

−∞

sinxξ

x
dx


 dξ =

= πi

+∞∫

−∞

sign ξϕ(ξ) dξ =
(
πi sign ξ, ϕ(ξ)

)
.

Таким образом, F

[
P 1

x

]
(ξ) = πi sign ξ.

Отсюда следует

P 1

x
= πiF−1[sign ξ] = πi · 1

2π
F [sign (−ξ)] =

=
i

2
F [−sign ξ] = − i

2
F [sign ξ]

или

F [signx] = −2

i
P 1

ξ
= 2iP 1

ξ
.

Пример 3 [5, задача № 9.11 (6, 12)]. Вычислить F

[
P 1

x2

]
и F [|x|].

В примере 5 § 7 доказано равенство
d

dx
P 1

x
= −P 1

x2
, поэтому по фор-

мулам связи операции дифференцирования и преобразования Фурье

получаем

F

[
P 1

x2

]
= F

[
− d

dx
P 1

x

]
(ξ) = −(−iξ)F

[
P 1

x

]
= iξ · πi sign ξ = −π|ξ|,

P 1

x2
= −πF−1[|ξ|] = −π · 1

2π
· F [|ξ|] = −1

2
· F [|ξ|].

Итак, F

[
P 1

x2

]
= −π|ξ|, F [|x|] = −2P 1

ξ2
.

Пример 4. Вычислить F [xθ(x)]. Поскольку (см. [6, с. 134])

F [θ(x)] = πδ(ξ) + iP 1

ξ
,
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то
d

dξ
F [θ(x)] = πδ′(ξ) − iP 1

ξ2
.

Но
d

dξ
F [θ(x)] = F [ixθ(x)] = iF [xθ(x)],

поэтому

F [xθ(x)] = −πiδ′(ξ) − P 1

ξ2
.

Преобразование Лапласа обобщенных функций. Если функция од-

ного переменного f(t) локально интегрируема, f(t) ≡ 0 при t < 0 и

при t→ +∞, |f(t)| ≤ Aeat, тогда ее преобразованием Лапласа назы-

вается функция

F(p) =

+∞∫

0

f(t)e−pt dt, где p = σ + iω, σ > a.

С другой стороны,

F(p) =

+∞∫

−∞

e−σt · f(t)θ(t) · e−pt dt = F
[
e−σtf(t)

]
.

Определение. Если f(t) ∈ D′
+(a) (т. е. supp f(t) ⊂ [a; +∞)),

то f(t)e−σt ∈ S ′
+(a), σ > a, и преобразованием Лапласа обобщенной

функции f(t) называется распределение

F(p) = F
[
e−σtf(t)

]
(−ω) = 2πF−1

[
e−σtf(t)

]
(ω), p = σ + iω, σ > a,

что принято обозначать следующим образом: f(t) ↔ F(p). Обоб-

щенную функцию f(t) называют оригиналом, а F(p) — изображе-

нием, при этом F(p) — аналитическая функция в полуплоскости

σ > a.

Перечислим основные свойства преобразования Лапласа распре-

делений (см. [5, с. 122]):
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1) (дифференцирование) если f(t) ∈ D′
+(a), то

f (m)(t) ↔ pmF(p), (−t)mf(t) ↔ F (m)(p), σ > a, m = 0, 1, 2, . . . ;

2) (преобразование Лапласа сдвига) если f(t) ∈ D′
+(a), то

f(t)eλt ↔ F(p− λ), σ > a+Reλ, f(t− τ) ↔ e−τpF(p), σ > a;

3) (преобразование Лапласа подобия) если f(t) ∈ D′
+(a), то

f(kt) ↔ 1

k
F
(p
k

)
, σ > ka, k > 0;

4) (преобразование Лапласа свертки) если f(t), g(t) ∈ D′
+(a),

f(t) ↔ F(p), g(t) ↔ G(p), σ > a, то

f(t) ∗ g(t) ↔ F(p) · G(p);

5) (преобразование Лапласа первообразной) если f(t) ∈ D′
+(a),

a ≥ 0, то

f (−m)(t) ↔ F(p)

pm
, σ > a, m = 0, 1, 2, . . .

Пример 5 [5, задача № 10.7 (2, 8)]. Найти изображения функций

δ(m)(t− τ) и
tk

k!
eλtθ(t). В соответствии с определением преобразова-

ния Лапласа и результатом примера 1 данного параграфа непосред-

ственно находим

δ(t− τ) ↔ F
[
e−σtδ(t− τ)

]
(−ω) = e−στF [δ(t− τ)](−ω) =

= e−στ · e−τωi = e−pτ .

Отсюда находим преобразование Лапласа производной

δ(m)(t− τ) ↔ pm · e−pτ .

При τ = 0 получаем δ(t) ↔ 1, δ(m)(t) ↔ pm,

θ(t) ↔ F
[
e−σtθ(t)

]
(−ω) =

+∞∫

0

e−σt · e−iωt dt =

+∞∫

0

e−pt dt =
1

p
.
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По формуле дифференцирования изображений находим

tk

k!
θ(t) =

(−1)k

k!
(−t)kθ(t) ↔ (−1)k

k!

dk

dpk

(
1

p

)
=

1

pk+1

и по формуле сдвига преобразования Лапласа окончательно получа-

ем
tk

k!
eλtθ(t) ↔ 1

(p− λ)k+1
, eλtθ(t) ↔ 1

p− λ
.

Пример 6. Найти изображения функций cosωtθ(t), eλt sinhωtθ(t)

и sinh(t− τ)θ(t).

cosωtθ(t) =
eωti + e−ωti

2
θ(t) ↔ 1

2

(
1

p− ωi
+

1

p+ ωi

)
=

=
1

2
· 2p

p2 + ω2
=

p

p2 + ω2
,

eλt sinhωtθ(t) = eλt
eωt − e−ωt

2
θ(t) ↔ 1

2

(
1

p− λ− ω
− 1

p− λ+ ω

)
=

=
1

2
· 2ω

(p− λ)2 − ω2
=

ω

(p− λ)2 − ω2
,

При λ = 0 и ω = 1 получаем

sinh tθ(t) ↔ 1

p2 − 1
.

Отсюда по формуле сдвига

sinh(t− τ)θ(t) ↔ e−τp

p2 − 1
.

Пример 7 [5, задача № 10.15 (1)]. Решить уравнение cos tθ(t) ∗
E(t) = δ(t). Перейдем из пространства оригиналов в пространство

изображений, применив к исходному уравнению преобразование Ла-

пласа, получим
p

p2 + 1
· E(p) = 1.

Отсюда

E(p) =
p2 + 1

p
= p+

1

p
↔ δ′(t) + θ(t),
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т. е. обобщенная функция E(t) = δ′(t) + θ(t) — искомое решение.

Пример 8 [5, задача № 10.15 (4)]. Решить систему уравнений




θ(t) ∗ u1(t) + δ′(t) ∗ u2(t) = δ(t),

δ(t) ∗ u1(t) + δ′(t) ∗ u2(t) = 0.

После перехода в пространство изображений получаем следующую

систему линейных алгебраических уравнений вида:




1

p
· u1(p) + p · u2(p) = 1,

u1(p) + p · u2(p) = 0,

решая которую, находим




u1(p) = −1 − 1

p− 1
↔ u1(t) = −δ(t) − etθ(t),

u2(p) =
1

p− 1
↔ u2(t) = etθ(t).

Задача Коши для вырожденной системы обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений. Задачу Коши (13.1)–(13.2), рассмотренную

в § 13, можно исследовать с помощью преобразования Лапласа. Пе-

рейдем в пространство изображений, применив преобразование Ла-

пласа к уравнению (13.3), получим

(pB −A)x̂(p) = g(p).

Здесь введены обозначения

x̂(p) ↔ x̃(t) = x(t)θ(t), g(p) = Bx̄0 + f(p) ↔ Bx̄0δ(t) + f̃(t).

Тогда

x̂(p) =

(
B − 1

p
A

)−1
1

p
g(p).

В условиях (и обозначениях) теоремы 1 из § 13 по формуле обраще-

ния матричного пучка из § 15.3 имеем

(
B − 1

p
A

)−1

= Γ

∞∑

l=0

(
AΓ

p

)l
− p2p1

pp1 − 1
·
p1∑

j,k=1

1

pj+k−2

〈
(AΓ)j−1·, e∗

〉
e(k)
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или (
B − 1

p
A

)−1
1

p
= Γ

∞∑

l=0

(AΓ)l

pl+1
−

−
(

1 +
1

pp1
+

1

p2p1
+ · · ·

)
·

p1∑

j, k=1

pp1

pj+k−1

〈
(AΓ)j−1·, e∗

〉
e(k).

Здесь (во избежание перегрузки обозначений) p1 означает длину

A-жордановой цепочки базисного элемента e ядра N(B). После пе-

регруппировки слагаемых по степеням p получаем

(
B − 1

p
A

)−1
1

p
= (pB −A)−1 =

= Γ

∞∑

l=0

(AΓ)l

pl+1



I −

p1∑

j=1

〈
(AΓ)j−1·, e∗

〉
Ae(p1+1−j)



−

−
p1−1∑

k=0





p1−k∑

j=1

〈
(AΓ)j−1·, e∗

〉
e(p1−k+1−j)



 pk.

Возвращаясь теперь в пространство оригиналов, находим обобщен-

ное решение в виде свертки

x̃(t) =


ΓeAΓt



I −

p1∑

j=1

〈
(AΓ)j−1·, e∗

〉
Ae(p1+1−j)



 θ(t)−

−
p1−1∑

k=0





p1−k∑

j=1

〈
(AΓ)j−1·, e∗

〉
e(p1−k+1−j)



 δ(k)(t)


 ∗ (14.1)

∗ (Bx̄0δ(t) + f(t)θ(t)) .

Замечание 1. Тождественными преобразованиями можно убе-

диться, что полученная здесь для обобщенного решения x̃(t) форму-

ла (14.1) совпадает с приведенной в теореме 1 из § 13.

Замечание 2. Обобщенную функцию (матричного типа) вида

E1(t) = ΓeAΓt



I −

p1∑

j=1

〈
(AΓ)j−1·, e∗

〉
Ae(p1+1−j)



 θ(t)−
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−
p1−1∑

k=0





p1−k∑

j=1

〈
(AΓ)j−1·, e∗

〉
e(p1−k+1−j)



 δ(k)(t) (14.2)

естественно назвать фундаментальным решением для матричного

дифференциального оператора

(
B
d

dt
−A

)
(при выполнении усло-

вий теоремы 1 из § 13), поскольку для нее справедливо равенство

(Bδ′(t) −Aδ(t)) ∗ E1(t) = E1(t) ∗ (Bδ′(t) −Aδ(t)) = Iδ(t). (14.3)

Задачи для самостоятельного решения

I. Доказать, что в S ′(R):

1) F

[
δ(x− x0) + δ(x+ x0)

2

]
= cos(x0ξ);

2) F

[
δ(x− x0) − δ(x+ x0)

2i

]
= sin(x0ξ);

3) F
[
e±axθ(∓x)

]
=

1

a± iξ
, a > 0;

4) F
[
e−a|x|

]
=

2a

a2 + ξ2
;

5) F

[
2a

a2 + x2

]
= 2πe−a|ξ|;

6) F [θ(±x)] = πδ(ξ) ± iP 1

ξ
[6, с. 134];

7) F

[
P 1

x3

]
= −π i

2
ξ · |ξ|;

8) F [x · |x|] = −4iP 1

ξ3
;

9) F

[
xn

n!
e−axθ(x)

]
=

1

(a+ iξ)n+1
, n ∈ N.



14. Интегральные преобразования 99

II. Вычислить в S ′(R) преобразования Фурье следующих обоб-

щенных функций:

1) θ(x− a); 2)
1

x± i0
(см. пример 3 § 7);

3) xkθ(x), k ∈ N ; 4) |x|k, k = 2, 3, . . . ;

5) xkP 1

x
, k ∈ N ; 6) xkδ(x), k ∈ N ;

7) xkδ(m)(x), m ≥ k; 8) xkP 1

x2
, k ∈ N ;

9) xkP 1

x3
, k ∈ N ;

III. Доказать, что

1) e±iωtθ(t) ↔ 1

p∓ iω
; 2) sinωtθ(t) ↔ ω

p2 + ω2
.

IV. Найти изображения следующих функций:

1) sinhωtθ(t); 2) coshωtθ(t);

3) eλt sinωtθ(t); 4) eλt cosωtθ(t);

5) eλt coshωtθ(t); 6) t sinωtθ(t);

7) t cosωtθ(t); 8) t sinhωtθ(t);

9) t coshωtθ(t); 10) sin(t− τ)θ(t), τ > 0;

11) cos(t− τ)θ(t); 12) cosh(t− τ)θ(t).

V. Проверить, что

1) t cos t θ(t) ∗ E(t) = δ(t) при E(t) = δ′′(t) + 3δ(t) + 4 sinh t θ(t);

2) E(t) + 2 cos t θ(t) ∗ E(t) = δ(t) при E(t) = δ(t) + 2(t− 1)etθ(t).

VI. Доказать, что формула (14.1) совпадает с формулой (13.4),

в которой составляющие находятся в соответствии с (13.8), (13.10)–

(13.12), (13.15), (13.18), (13.19).

VII. Докажите равенство (14.3).



100 15. Факты о конечномерных пространствах

VIII. Получите обобщение формулы (14.2) на случай

dimN(B) > 1.

IX. Найти фундаментальные решения матричных дифференци-

альных операторов

(
B
d2

dt2
−A

)
и

(
B
dk

dtk
−A

)
, k ≥ 2, если

N(B) 6= 0.

15 Некоторые специальные факты

о конечномерных пространствах

15.1 Специальное разложение конечномерных

пространств

Рассмотрим пару пространств R
m
1 и R

m
2 . Пусть квадратная

m ×m матрица B задает линейное отображение из R
m
1 в R

m
2 , при-

чем N(B) 6= ∅ и dimN(B) = dimN(B∗) = n. Введем системы эле-

ментов ei, i = 1, . . . , n, — ортонормированный базис в N(B), e∗i ,

i = 1, . . . , n, — ортогональный базис в N(B∗), zi, i = 1, . . . , n, —

биортогональная система к {e∗i }, т. е. (zi, e
∗
j ) = δij , i, j = 1, . . . , n.

Пространства R
m
1 и R

m
2 раскладываются в прямые суммы

R
m
1 = N(B) ⊕ R

m−n
1 , R

m
2 = N(B∗) ⊕ R

m−n
2 ,

причем ∀y ∈ R
m−n
2 справедливы равенства (y, e∗i ) = 0, i = 1, . . . , n.

Если x ∈ R
m−n
1 , то

(Bx, e∗i ) = (x,B∗e∗i ) = (x, 0) = 0,

т. е. линейное отображение, задаваемое матрицей B, переводит R
m−n
1

в R
m−n
2 . Имеет место и обратное утверждение, а именно, ∀y ∈ R

m−n
2

существует x ∈ R
m−n
1 такой, что Bx = y. Действительно, если пред-

положить, что найдется y ∈ R
m−n
2 , но Bx 6= y ∀x ∈ R

m−n
1 , то, во-

первых, R
m
2 можно разложить в прямую сумму

R
m
2 = N(B∗) ⊕ {y} ⊕ R

m−n−1
2 ,
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а, во-вторых, ∀x ∈ R
m
1 справедливо равенство (Bx, y) = 0. С другой

стороны,

(Bx, y) = (x,B∗y) = 0.

Таким образом, вектор B∗y ортогонален к любому вектору прост-

ранства R
m
1 , т. е. B∗y = 0, что означает включение y ∈ N(B∗), кото-

рое невозможно, так как вектор y изначально выбирался в ортого-

нальном дополнении к N(B∗).

Приняв во внимание, что отображение B не имеет нулей внутри

R
m−n
1 , получаем следующие утверждения:

Лемма 1. Сужение отображения B : Rn−m
1 → R

m−n
2 обратимо.

Лемма 2. Система линейных уравнений Bx = y разрешима то-

гда и только тогда, когда (y, e∗i ) = 0, i = 1, . . . , n.

15.2 Матрица Треногина – Шмидта

Наряду с отображением B пространств R
m
1 и R

m
2 введем еще

одно

B̃ = B +

n∑

i=1

(·, ei)zi.

Очевидно,

B̃
∣∣
R

m−n
1

≡ B
∣∣
R

m−n
1

≡ R
m−n
2 ,

B̃
∣∣
N(B)

≡ N(B∗),

B̃ei = zi, i = 1, . . . , n,

отсюда в силу леммы 1 получаем обратимость отображения B̃. Мат-

рица, задающая обратное отображение, называется матрицей Тре-

ногина –Шмидта и обозначается Γ = B̃−1. Понятно, что

Γ
∣∣
R

m−n
2

≡ R
m−n
1 , Γzi = ei, i = 1, . . . , n,

(
B
∣∣
R

m−n
1

)−1

= Γ.

Справедливы равенства:

BΓ = I −
n∑

i=1

〈·, e∗i 〉zi, ΓB = I −
n∑

i=1

〈·, ei〉ei.
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15.3 A-жордановы цепочки и наборы

Пусть e ∈ N(B), A — m×m матрица, тогда Be = 0. Рассмотрим

систему уравнений Be(2) = Ae(1), где e(1) = e. Если (Ae(1), e∗i ) = 0,

i = 1, . . . , n, то эта система уравнений разрешима, и e(2) = ΓAe(1) —

одно из ее решений. Это решение называют первым присоединенным

к e(1) элементом или вторым элементом цепочки. Рассмотрим те-

перь новую систему Be(3) = Ae(2). Если (Ae(2), e∗i ) = 0, i = 1, . . . , n,

то новая система также разрешима, и e(3) = ΓAe(2) — одно из ее

решений, называемое вторым присоединенным к e(1) или третьим

элементом цепочки. Продолжим далее этот процесс и предположим,

что удалось построить элемент с номером p − e(p) , при этом не все

числа (Ae(p), e∗i ), i = 1, . . . , n, оказались равными нулю. Это означа-

ет, что нельзя построить элемент e(p+1). Говорят, что вектор e имеет

A-жорданову цепочку длины p, при этом

e(j) = (ΓA)j−1e(1), j = 1, . . . , p.

Построим теперь для каждого элемента ei, i = 1, . . . , n, базиса

N(B) свою цепочку длины pi. Система элементов

{
e
(j)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi

}

называется A-жордановым набором. Такой набор называют полным,

если

det
∥∥∥
(
Ae

(pi)
i , e∗j

)∥∥∥ 6= 0.

Векторы базиса N(B∗) можно выбрать такими, чтобы

(
Ae

(pi)
i , e∗j

)
= δij , i, j = 1, . . . , n.

После такого выбора системы векторов e∗i и Ae
(pi)
i биортогональны,

т. е.

zi = Ae
(pi)
i , i = 1, . . . , n.
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Отсюда, в силу свойств матрицы Треногина –Шмидта, получаем

ΓAe
(pi)
i = Γzi = ei, i = 1, . . . , n

и циклические формулы

e
(j)
i = (ΓA)k·pi+j−1e(1).

Элементы
{
e
(j)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi

}
, составляющие пол-

ный A-жорданов набор, являются линейно независимой системой

векторов в R
m
1 . Отметим, что полный A-жорданов набор существу-

ет тогда и только тогда, когда в некоторой проколотой окрестности

нуля 0 < |λ| < ǫ матричный пучок (B − λA) обратим [3], в этом

случае

(B − λA)−1 = Γ

∞∑

l=0

(AΓλ)l−

−
n∑

i=1

1

λpi(1 − λpi)
·

pi∑

j,k=1

λj+k−2
〈
(AΓ)j−1·, e∗i

〉
e
(k)
i .

15.4 Матричная экспонента

Пусть A — квадратная m ×m матрица, тогда экспонентой мат-

рицы A называют матрицу exp(At), задаваемую рядом

exp(At) =
∞∑

l=0

Al

l!
tl = I +At+

A2

2!
t2 + . . .+

Al

l!
tl + . . . ,

который является сходящимся для любого t и любой квадратной

матрицы. Для матричной экспоненты справедлива основная форму-

ла степеней

expA(t+ s) = expAt · expAs = expAs · expAt,

а также правило дифференцирования

(expAt)′ = A · expAt = expAt ·A.
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Наряду с матричной экспонентой широко используются следую-

щие тригонометрические и гиперболические функции матрицы:

sinAt =

∞∑

l=0

(−1)l
A2l+1

(2l + 1)!
t2l+1, sinhAt =

∞∑

l=0

A2l+1

(2l + 1)!
t2l+1,

cosAt =

∞∑

l=0

(−1)l
A2l

(2l)!
t2l, coshAt =

∞∑

l=0

A2l

(2l)!
t2l,

и их различные обобщения, например такое

Ek(t) =

∞∑

l=0

Al−1

(kl − 1)!
tkl−1.
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