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СУЩЕСТВОВАНИЕ И КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ ТОЧНЫХ

НЕАВТОМОДЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ МНОГОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ

НЕЛИНЕЙНОЙ ДИФФУЗИИ.I

Г.А.Рудых

1. Введение. Настоящая работа является первой частью развернутого ва-

рианта кратких сообщений [1,2], примыкает к публикациям [3-17] и посвящена

конструктивному построению точных неавтомодельных, анизотропных по про-

странственным переменным, явных неотрицательных решений многомерного

уравнения нелинейной диффузии

ut = ∇ · (uλ∇u), u = u(x, t) : Ω ×<
+
→ <+,x ∈ <n, (1.1)

и исследованию их качественных свойств, где Ω ⊂ <n - область; <+ = (0,∞); u(x, t) ≥

0- температура среды; λ ∈ <\{0}. Уравнение (1.1) возникает во многих зада-

чах математической физики и, в частности, при λ ∈ <+, принадлежит классу,

так называемых, неявно вырождающихся параболических уравнений [18, 19].

Последнее означает, что при u(x, t) = 0 исследуемое уравнение из нелинейно-

го дифференциального уравнения с частными производными второго поряд-

ка вырождается в нелинейное эволюционное уравнение первого порядка типа

Гамильтона-Якоби. С вырождением уравнения (1.1) связаны некоторые особые

свойства решений последнего, например, конечность скорости распространения

носителей решений [19]. В свою очередь, с конечностью скорости распростра-

нения носителей решений уравнения (1.1), при λ ∈ <+, связаны многие другие

типичные свойства [18, 19]: наличие, режимов с обострением (отсутствие гло-

бальных по времени решений), эффектов локализации режимов с обострением,

инерции (конечной или бесконечной временной задержки) начала рапростра-

нения носителя решения и т.д. С другой стороны, для уравнения (1.1), при

λ ∈ <−, типичным является свойство обращения в нуль за конечное время его

неотрицательного решения (см. [19] и имеющиеся там ссылки).



Ниже предлагается и исследуется нетривиальная конструкция точного неот-

рицательного решения уравнения (1.1) в виде "конечной суммы" [9], которое

в зависимости от параметра нелинейной среды λ ∈ <\{0}, описывает различ-

ные процессы распространения тепла и диффузии. В итоге, после подстанов-

ки предъявленной конструкции в уравнение (1.1), приходим к исследованию

конечномерной переопределенной (число уравнений превосходит число иско-

мых функций) системы алгебро-дифференциальных уравнений (АДУ). Извест-

но [20], что переопределенные системы уравнений могут вообще не иметь ре-

шений. Доказано, что полученная система АДУ имеет решения, отличные от

тривиального. На основе этого, показано, что введенная конструкция позво-

ляет получить (а с использованием результатов качественного исследования

решений задачи Коши (3.10), изложенных в заключительной части раздела 3)

и проанализировать точные неотрицательные решения как класса уравнений

пористой среды (нютоновской нестационарной фильтрации), когда λ ∈ <+, так

и класса уравнений быстрой диффузии, когда λ ∈ <−. В частности, в последний

класс укладывается уравнение

ut = ∆ ln u, u = u(x, t) : Ω × <
+
→ <+,x ∈ <n, (1.2)

двумерный аналог которого, является особым с точки зрения групповой теории,

так как в этом случае группа Ли допустимых преобразований бесконечномер-

на [3, 21-23]. При n = 2 принято говорить, что (1.2) - предельное уравнение

быстрой диффузии, которому в этой работе будет уделено особое внимание.

Помимо этого, согласно общепринятой терминологии, уравнение (1.2) являет-

ся предельной формой уравнения быстрой диффузии. Наконец, отметим, что

полученные во второй (заключительной) части этой работы, точные неотрица-

тельные решения, отмеченных выше уравнений не являются инвариантными с

точки зрения групп точечных преобразований и групп Ли-Беклунда [21, 22].

Представим уравнение (1.1) в виде переопределенной [20] относительно u(x, t)

системы

ut + ∇ · (uf(x, t)) = 0, (1.3)



f(x, t) = −uλ−1∇u, (1.4)

где f(x, t) ∈ <n- достаточно гладкая по x, t вектор-функция. Соотношение (1.3)

при заданной вектор-функции f(x, t) является уравнением Лиувилля [24] отно-

сительно температуры u(x, t) для системы обыкновенных дифференциальных

уравнений (ОДУ)

ẋ = f(x, t), ẋ =
d

dt
x, x ∈ <n. (1.5)

Так как переопределенная система уравнений (1.3), (1.4) может вообще не иметь

решений, то для установления факта существования ее решений и степени их

произвола необходимо провести анализ совместности [20] последней. В связи с

этим, следующий результат, основанный на теореме о потенциальных операто-

рах [25, 26], является ключевым в дальнейших наших исследованиях.

Утверждение 1.Пусть компоненты вектор-функции f(x, t) связаны усло-

виями
∂

∂xi
fj(x, t) =

∂

∂xj
fi(x, t), i 6= j, (1.6)

тогда функция

u(x, t) = [λF (x, t)]1/λ
+ , (1.7)

F (x, t) = −
∫ 1

0
(f(τx, t),x)dτ, (1.8)

определяемая из соотношения (1.4) и удовлетворяющая уравнению Лиувилля

(1.3) является точным неотрицательным решением уравнения нелинейной

диффузии (1.1). Помимо этого, для того, чтобы переопределенная относи-

тельно u(x, t) система (1.3), (1.4) была совместной

(1) достаточно, чтобы скалярная функция F (x, t) удовлетворяла уравнению

Ft = λF∆F + |∇F |2, (1.9)

(2) необходимо и достаточно, чтобы вектор-функция f(x, t) удовлетворяла

уравнению

ft = ∇
[

−λ
∫ 1

0
(f(τx, t),x)dτ∇ · f − |f |2

]

, (1.10)

где [·]+ = max{[·], 0}; (·, ·) - скалярное произведение в <n; λ ∈ <; λ 6= 0.



Доказательство. Прежде всего отметим [25], что для потенциальности век-

торного поля f(x, t) ∈ <n, определяемого формулой f(x, t) = ∇U(x, t), необхо-

димо и достаточно, чтобы его компоненты удовлетворяли соотношениям (1.6).

При этом соответствующий потенциал U(x, t) определяется, согласно теореме

о потенциальных операторах, по формуле [26]

U(x, t) =
∫ 1

0
(f(τx, t),x)dτ + C, C ∈ <.

Итак, из соотношения (1.4) следует справедливость формулы (1.7), в которой

функция F (x, t) определяется согласно (1.8). Подставляя функцию (1.7) в урав-

нение Лиувилля (1.3) приходим к нелинейному эволюционному уравнению типа

нелинейной диффузии (1.9). Причем, из (1.4), (1.7) имеем

∇F (x, t) = −f(x, t). (1.11)

Тем самым, из (1.11) следует, что потенциал F (x, t) определяется формулой

(1.8). Помимо этого, система ОДУ (1.5) принимает вид градиентной динамиче-

ской системы ẋ = −∇F (x, t), которая [27], вообще говоря, не поддается явному

интегрированию. Покажем, что уравнение (1.9) является достаточным услови-

ем совместности ∇ ∂
∂t

u = ∂
∂t
∇u переопределенной относительно u(x, t) системы

ut =
[

∆F + u−λ|∇F |2
]

u, ∇u = u1−λ∇F, (1.12)

получаемой из (1.3), (1.4) с учетом (1.11). Действительно, расписывая условие

совместности системы (1.12) и учитывая, что u(x, t) 6= 0, получим

∇
∂

∂t
u −

∂

∂t
∇u = −u1−λ∇

[

Ft − λF∆F − |∇F |2
]

.

С другой стороны, система (1.12) в силу зависимости (1.11) представима в виде

ut =
[

u−λ|f |2 −∇ · f
]

u, ∇u = −u1−λ
f . (1.13)

Расписывая условие совместности системы (1.13) и исключая из рассмотрения

тривиальное решение u(x, t) = 0 имеем

∇
∂

∂t
u −

∂

∂t
∇u = u1−λ

(

ft −∇
[

−λ
∫ 1

0
(f(τx, t),x)dτ∇ · f − |f |2

])

.



Итак, если система (1.13) является совместной, тогда вектор-функция f(x, t) ∈

<n удовлетворяет уравнению (1.10), и наоборот, если f(x, t) удовлетворяет урав-

нению (1.10), тогда система (1.13) является совместной. При этом соотношения

(1.12) и (1.13) являются преобразованиями Беклунда [28, гл.4, §4f], связыва-

ющими соответственно решения u(x, t), F (x, t) и u(x, t), f(x, t) уравнений (1.1),

(1.9) и (1.1), (1.10). Легко проверить, что функция (1.7) является решением

уравнения (1.1). В самом деле, подставляя (1.7) в (1.1) и используя формулы

(1.8)-(1.11) нетрудно убедиться, что уравнение (1.1) выполняется тождественно.

Далее, из формул (1.8), (1.11) следует справедливость представления

f(x, t) = ∇
∫

1

0

(f(τx, t),x)dτ. (1.14)

Наконец, учитывая (1.14) несложно показать справедливость цепочки равенств

ft −∇
[

−λ
∫ 1

0
(f(τx, t),x)dτ∇ · f − |f |2

]

=

= ft + λf∇ · f + λ∇(∇ · f)
∫ 1

0
(f(τx, t),x)dτ + ∇|f |2 =

= −∇
[

Ft − λF∆F − |∇F |2
]

.

Тем самым, если F (x, t)− решение уравнения (1.9), то функция f(x, t) = −∇F (x, t)

является решением уравнения (1.10). Утверждение доказано.

Следствие 1. Пусть компоненты векторного поля f(x, t) помимо (1.6) удо-

влетворяют соотношению

∇ · f(x, t) =
n
∑

i=1

∂

∂xi
fi(x, t) = 0.

Тогда функция u(x, t), вида (1.7), (1.8), определяемая из (1.4) и удовлетво-

ряющая уравнению Лиувилля (1.3), является соответственно неотрицательным

решением нелинейного эллиптического уравнения и нелинейных эволюционных

уравнений типа Гамильтона-Якоби и теплопроводности

∆u =
α

u
|∇u|2, ut = uλ−1|∇u|2, ut =

uλ

α
∆u,

причем

Ft = |∇F |2, ft = −∇|f |2, ft + ∇|f |2 = −∇[Ft − |∇F |2].



Кроме того, уравнение Гамильтона-Якоби на функцию F (x, t) (уравнение вол-

ны Римана на функцию f(x, t)) является достаточным (необходимым и доста-

точным) условием совместности переопределенной относительно u(x, t) системы

(1.3), (1.4), где ∆· =
∑n

i=1
∂2

∂x2
i

·; |∇·|2 =
∑n

i=1

(

∂
∂xi

·
)2

; F - гармоническая функция;

α = 1 − λ 6= 0.

2. Конечномерная разрешающая система для многомерного урав-

нения нелинейной диффузии. Введем в рассмотрение функции

Zk(x, t) =
1

2
(x, Ak(t)x) + (x,Bk(t)) + Ck(t), (2.1)

где x ∈ <n; Ak(t) = [akij(t)]-матрицы n × n;Bk(t) = (bk1(t), ..., bkn(t))′-вектор-

столбцы;Ck(t)- скалярные функции; akij(t), bki(t), Ck(t) ∈ C1(<
+
)- вещественные

функции; k = 1, 2; i, j = 1, 2, ..., n; (·, ·)- скалярное произведение в <n. Пусть, в

утверждении 1, вектор-функция f(x, t) имеет вид f(x, t) = −pZp−1
1 (x, t)∇Z1(x, t)−

qZq−1
2 (x, t)∇Z2(x, t), то есть F (x, t) = Zp

1 (x, t) + Zq
2(x, t), тогда формула (1.7)

приводит к зависимости

u(x, t) = [λ[Z1(x, t)]p+ + λ[Z2(x, t)]q+]1/λ
+ , (2.2)

а уравнение (1.9) - к справедливости выражения

∂

∂t
Zp

1 +
∂

∂t
Zq

2 =
(

λZp
1∆Zp

1 + |∇Zp
1 |

2
)

+
{

λZq
2∆Zq

2 + |∇Zq
2 |

2
}

+

+ [λZq
2∆Zp

1 + λZp
1∆Zq

2 + 2 (∇Zp
1 ,∇Zq

2)] ,

где λ, p, q ∈ <; λ 6= 0; [·]+ = max{[·], 0}. Итак, приходим к соотношению

pZp−1
1

∂

∂t
Z1 + qZq−1

2

∂

∂t
Z2 =

=
(

λpZ2p−1
1 ∆Z1 + p[p(λ + 1) − λ]Z2p−2

1 |∇Z1|
2
)

+

+
{

λqZ2q−1
2 ∆Z2 + q[q(λ + 1) − λ]Z2q−2

2 |∇Z2|
2
}

+ (2.3)

+[λpZp−1
1 Zq

2∆Z1 + λp(p − 1)Zp−2
1 Zq

2 |∇Z1|
2+

+λqZp
1Z

q−1
2 ∆Z2 + λq(q − 1)Zp

1Z
q−2
2 |∇Z2|

2+



+2pqZp−1
1 Zq−1

2 (∇Z1,∇Z2)].

Для разделения выражения (2.3) относительно функций Z1, Z2, определяемых

формулой (2.1), воспользуемся следующим рассуждением, основанным на по-

рядке однородности [29, приложение к гл.3] каждого из слагаемых уравнения

(2.3). Предварительно отметим, что ∆Zk(x, t) = trAk(t) и введем в рассмот-

рение скалярные функции Z3 = |∇Z1|
2, Z4 = |∇Z2|

2, Z5 = (∇Z1,∇Z2). Тогда

нетрудно убедиться, что функции Zk(x, t), (k = 1, 2, . . . , 5), входящие в соотно-

шение (2.3) имеют одинаковую структуру. Действительно, каждая из них состо-

ит из трех слагаемых: квадратичной
n
∑

i,j=1

rij(t)xixj, линейной
n
∑

i

si(t)xi форм и

скалярной функции h(t). Рассмотрим порядок однородности каждого из слага-

емых уравнения (2.3). Итак, имеем: первое слагаемое в левой части уравнения

(2.3) имеет порядок однородности p, второе - q, каждое из слагаемых, стоя-

щих в круглых скобках - (2p − 1), в фигурных скобках - (2q − 1), и, наконец, в

квадратных скобках - (p+ q− 1). Исследуя полученные порядки однородностей

легко видеть, что функции Z1, Z2 входящие в выражение (2.3) разделяются,

например, при q = 1. В этом случае формула (2.2) принимает вид

u(x, t) =

[

λ[Z1(x, t)]p+ + λZ2(x, t)

]1/λ

+

, (2.4)

а соотношение (2.3) запишется

pZp−1
1

∂

∂t
Z1 +

∂

∂t
Z2 =

(

λpZ2p−1
1 ∆Z1 + p[p(λ + 1) − λ]Z2p−2

1 |∇Z1|
2
)

+

+
{

λZ2∆Z2 + |∇Z2|
2
}

+ [λpZp−1
1 Z2∆Z1 + λp(p − 1)Zp−2

1 Z2|∇Z1|
2+ (2.5)

+λZp
1∆Z2 + 2pZp−1

1 (∇Z1,∇Z2)].

Тем самым, приравнивая в (2.5) слагаемые с одинаковыми порядками одно-

родности приходим к системе трех уравнений на функции Z1, Z2. Итак, имеет

место

Теорема 1. Многомерное уравнение нелинейной диффузии (1.1) имеет точ-

ное неотрицательное решение вида

u(x, t) =

[

λ[
1

2
(x, A1(t)x) + (x,B1(t)) + C1(t)]

p
++ (2.6)



+λ[
1

2
(x, A2(t)x) + (x,B2(t)) + C2(t)]

]1/λ

+

,

если матрицы Ak(t) с элементами akij(t) ∈ C1(<
+
), вектор-столбцы Bk(t)

с компонентами bki(t) ∈ C1(<
+
) и скалярные функции Ck(t) ∈ C1(<

+
), k =

1, 2, . . . , n связаны соотношениями

∂

∂t
Z2 = λZ2∆Z2 + |∇Z2|

2,

pZ1
∂

∂t
Z1 = pλZ1Z2∆Z1 + λZ2

1∆Z2+ (2.7)

+λp(p − 1)Z2|∇Z1|
2 + 2pZ1(∇Z1,∇Z2),

λZ1∆Z1 + [p(λ + 1) − λ]|∇Z1|
2 = 0,

где Z1, Z2- функции, определяемые согласно (2.1); λ, p ∈ <; λ 6= 0.

Соотношения (2.7) будем называть разрешающей системой для уравнения

нелинейной диффузии (1.1). Причем, с учетом введенных выше функций Z3, Z4, Z5

первое и третье уравнения разрешающей системы (2.7) имеют порядок однород-

ности один, а второе - два.

Наконец, отметим, что уравнения, подобные (2.3) все слагаемые которых

имеют один порядок однородности возникают и расщепляются методом Хиро-

ты [30], являющимся эффективным инструментом построения точных решений

одномерных нелинейных эволюционных уравнений. В частности, в работе [29,

приложение к гл.3], этим методом с небольшими модификациями и с исполь-

зованием Паде-апроксимации, построены точные одно и двухфазные решения

широкого класса одномерных полулинейных параболических уравнений, к ко-

торым неприменимы хорошо известные общие методы интегрирования нели-

нейных уравнений такие, как алгеброгеометрический метод и метод обратной

задачи рассеяния.

3. Редукция разрешающей системы к переопределенной систе-

ме алгебро-дифференциальных уравнений (существование решения,



частный случай). В общем случае, исследование разрешающей системы урав-

нений (2.7) сопряжено с большими трудностями. Поэтому рассмотрим частный

случай, когда (2.7) сводится к конечномерной переопределенной (число урав-

нений больше числа искомых функций) системе алгебро-дифференциальных

уравнений (АДУ), разрешимой при определенных предположениях.

Итак, пусть ξ = p(λ + 1) − λ, ξ 6= 0, тогда разрешающая система уравнений

(2.7) запишется
∂

∂t
Z2 = λZ2∆Z2 + |∇Z2|

2, (3.1)

∂

∂t
Z1 = σZ2∆Z1 + τZ1∆Z2 + 2(∇Z1,∇Z2), (3.2)

λZ1∆Z1 + ξ|∇Z1|
2 = 0, (3.3)

где σ = pλ/ξ; τ = λ/p; p, λ ∈ <; λ 6= 0; p 6= 0.

Теорема 2. Пусть Ak(t)-симметричные матрицы с элементами akij(t) ∈

C1(<
+
), Bk(t)- вектор-столбцы с компонентами bki(t) ∈ C1(<

+
) и Ck(t) ∈

C1(<
+
)- скалярные функции. Тогда для того, чтобы функции Z1, Z2, опреде-

ляемые соотношением (2.1) удовлетворяли разрешающей системе (3.1)-(3.3)

необходимо и достаточно, чтобы Ak(t),Bk(t), Ck(t) удовлетворяли системе

АДУ

Ȧ2 = 2A2
2 + λ(trA2)A2, (3.4.1)

Ḃ2 = 2A2B2 + λ(trA2)B2, (3.4.2)

Ċ2 = |B2|
2 + λ(trA2)C2, (3.4.3)

Ȧ1 = 4A1A2 + τ(trA2)A1 + σ(trA1)A2, (3.4.4)

Ḃ1 = 2(A1B2 + A2B1) + τ(trA2)B1 + σ(trA1)B2, (3.4.5)

Ċ1 = 2(B1,B2) + τ(trA2)C1 + σ(trA1)C2, (3.4.6)

λ(trA1)A1 + 2ξA2
1 = 0, (3.4.7)

λ(trA1)B1 + 2ξA1B1 = 0, (3.4.8)

λ(trA1)C1 + ξ|B1|
2 = 0, (3.4.9)



где σ = pλ/ξ; τ = λ/p; p, λ ∈ <; λ 6= 0; p 6= 0; ξ = p(λ + 1) − λ; ξ 6= 0; trAk =
n
∑

i=1

akii(t) - след матрицы k(t); k = 1, 2.

Доказательство. Пусть функции Z1, Z2 определяемые согласно (2.1) удо-

влетворяют разрешающей системе (3.1)-(3.3). Тогда в силу симметричности

матриц k(t) имеем

|∇Zk|
2 = (x, A2

kx) + 2(x, AkBk) + |Bk|
2, (3.5)

(∇Z1,∇Z2) = (x, A1A2x) + (x, A1B2 + A2B1) + (B1,B2),

причем

∇Zk = Akx + Bk, ∆Zk = ∇ · (∇Zk) = trAk, (3.6)

∂

∂t
Zk =

1

2

(

x, Ȧkx

)

+
(

x, Ḃk

)

+ Ċk;x ∈ <n; k = 1, 2. (3.7)

Легко видеть, что с учетом соотношений (3.5)-(3.7) из (3.1)-(3.3) следует система

АДУ (3.4).

Покажем, что из уравнений (3.4.1)-(3.4.3) системы АДУ (3.4) следует спра-

ведливость соотношения (3.1). В самом деле, пусть k = 2, тогда исходя из (3.7)

и принимая во внимание формулы (3.5)-(3.7) имеем

∂

∂t
Z2 =

1

2

(

x, [2A2
2 + λ(trA2)A2]x

)

+ (x, 2A2B2 + λ(trA2)B2)+

+|B2|
2 + λ(trA2)C2 = λ(trA2)

[

1

2
(x, A2x) + (x,B2) + C2

]

+

+

[

(x, A2
2x) + 2(x, A2B2) + |B2|

2

]

= λZ2∆Z2 + |∇Z2|
2.

Аналогично доказывается, что из уравнений (3.4.4)-(3.4.6) системы АДУ (3.4)

следует соотношение (3.2), а из (3.4.7)-(3.4.9)- представление (3.3). Теорема

доказана.

Теоремы 1, 2 приводят к следующему результату

Утверждение 2. Если симметричные матрицы Ak(t) с элементами akij(t) ∈

C1(<
+
), вектор-столбцы Bk(t) с компонентами bki(t) ∈ C1(<

+
) и скалярные

функции Ck(t) ∈ C1(<
+
) удовлетворяют переопределенной системе уравне-

ний (3.4), тогда функция (2.6) является точным неотрицательным решением

многомерного уравнения нелинейной диффузии (1.1).



Покажем, что даже в частном случае конструкция решения (2.4) уравнения

(1.1) приводит к содержательному, как нам представляется, результату.

Итак, рассмотрим решение u(x, t) 6= 0 уравнения (1.1) вида (2.4) при Z1(x, t) ≡

0, то есть

u(x, t) =

[

λ[
1

2
(x, A2(t)x) + (x,B2(t)) + C2(t)]

]1/λ

+

. (3.8)

В этом случае в системе АДУ (3.4) A1(t) ≡ 0,B1(t) ≡ 0, C1(t) ≡ 0 и она сводится

к системе ОДУ

Ȧ2 = 2A2
2 + λ(trA2)A2, Ḃ2 = 2A2B2 + λ(trA2)B2, Ċ2 = |B2|

2 + λ(trA2)C2, (3.9)

полученной и частично исследованной в работе [31]. Предположим, что при

t = 0 заданы вещественная симметричная матрица A2(0) ∈ Mn(<), вектор-

столбец B2(0) ∈ Mn,1(<) и скаляр C2(0) ∈ <, где Mn(<)- множество n × n

матриц с элементами из <; Mn,k(<)- множество n × k матриц с элементами из

< [32].Представим матрицу A2(0) в виде A2(0) = SD(0)S ′, где S ∈ Mn(<)- ор-

тогональная матрица, то есть SS ′ = S ′S = I; I- единичная матрица; D(0) =

diag[d1(0), . . . , dn(0)] - диагональная матрица; dl(0) ∈ <- собственные значения

матрицы A2(0); l = 1, 2, . . . n. Представимость любой вещественной симметрич-

ной матрицы в таком виде хорошо известна [32]. Покажем, что если функции

A2(0),B2(0), C2(0) определены, то решение задачи Коши для системы ОДУ (3.9)

сводится к решению задачи Коши для некоторого скалярного нелинейного ОДУ.

Более точно, справедлив один из основополагающих результатов этой работы.

Теорема 3. Пусть заданы вещественные симметричные матрицы A2(0), S ∈

Mn(<), вектор-столбец B2(0) ∈ Mn,1(<) и скаляр C2(0) ∈ <. Пусть, помимо

этого, z(t)- вещественное решение задачи Коши

ż(t) =
n
∏

l=1

[1 − 2dl(0)z(t)]−λ/2, z(0) = 0, ż(t) =
d

dt
z(t). (3.10)

Тогда решение задачи Коши

Ȧ2(t) = 2A2
2(t) + λ[trA2(t)]A2(t), A2(t)|t=0 = A2(0), (3.11)

Ḃ2(t) = 2A2(t)B2(t) + λ[trA2(t)]B2(t), B2(t)|t=0 = B2(0), (3.12)



Ċ2(t) = |B2(t)|
2 + λ[trA2(t)]C2(t), C2(t)|t=0 = C2(0), (3.13)

существует и имеет вид

A2(t) =
n
∏

l=1

[1 − 2dl(0)z(t)]−λ/2SQ(t)D(0)S ′ =

=
n
∏

l=1

[1 − 2dl(0)z(t)]−λ/2SQ(t)S ′A2(0) = ż(t)SQ(t)S ′A2(0), (3.14)

B2(t) =
n
∏

l=1

[1 − 2dl(0)z(t)]−λ/2SQ(t)S ′
B2(0) = ż(t)SQ(t)S ′

B2(0), (3.15)

C2(t) =
n
∏

l=1

[1 − 2dl(0)z(t)]−λ/2C2(0) + z(t)(B2(0),B2(t)) =

= ż(t)C2(0) + z(t)(B2(0),B2(t)) = (3.16)

= ż(t)[C2(0) + z(t)(Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))].

Причем A2(t)- вещественная симметричная матрица для всех

t ∈ domainA2(t), где

Q(t) = diag

[

[1 − 2d1(0)z(t)]−1, . . . , [1 − 2dn(0)z(t)]−1

]

; (3.17)

A2(0) = SD(0)S ′; λ, dl(0) ∈ <; λ 6= 0; l = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. Пусть A2(t),B2(t), C2(t) определяются формулами

(3.14)-(3.17). Покажем, что эти функции являются решением задачи Коши

(3.11)-(3.13). Для удобства записи, введем обозначение v(t) = trA2(t) и вы-

числим след матрицы A2(t). Исходя из (3.14) легко видеть, что справедлива

цепочка равенств

v(t) = trA2(t) = ż(t)tr (Q(t)D(0)) = ż(t)
n
∑

k=1

dk(0)

1 − 2dk(0)z(t)
, (3.18)

где Q(t)- диагональная матрица вида (3.17). С другой стороны, так как

1 − 2dl(0)z(t) 6= 0, (l = 1, 2, . . . , n), в силу условия z(0) = 0, то дифференцируя

(3.10) по t, получим

z̈(t) = λ

[

n
∑

k=1

dk(0)

1 − 2dk(0)z(t)

]

ż2(t) = λv(t)ż(t), (3.19)



причем ż(0) = 1, z(0) = 0. Кроме того, непосредственным дифференцированием

матрицы (3.17) нетрудно показать, что

Q̇(t) = 2ż(t)D(0)Q2(t) = 2ż(t)Q2(t)D(0). (3.20)

Установим, что матрица A2(t) вида (3.14) удовлетворяет уравнению (3.11). Дей-

ствительно, дифференцируя (3.14) и учитывая формулы (3.18)-(3.20) имеем

Ȧ2(t) = z̈(t)SQ(t)S ′A2(0) + ż(t)SQ̇(t)S ′A2(0) =

= λv(t)ż(t)SQ(t)S ′A2(0) + 2ż2(t)SQ2(t)D(0)S ′A2(0) =

= λv(t)A2(t) + 2ż2(t)SQ(t)D(0)S ′SQ(t)S ′A2(0) =

= λv(t)A2(t) + 2ż2(t) (SQ(t)D(0)S ′) (SQ(t)D(0)S ′) =

= λ (trA2(t))A2(t) + 2A2
2(t).

Убедимся, что вектор-столбец B2(t), определяемый согласно (3.15) является

решением уравнения (3.12). Дифференцируя (3.15) и используя (3.18)-(3.20)

получим

Ḃ2(t) = z̈(t)SQ(t)S ′
B2(0) + ż(t)SQ̇(t)S ′

B2(0) =

= λv(t)ż(t)SQ(t)S ′
B2(0) + 2ż2(t)SQ2(t)D(0)S ′

B2(0) =

= λv(t)B2(t) + 2(ż(t)SQ(t)D(0)S ′) (ż(t)SQ(t)S ′
B2(0)) =

= λ (trA2(t))B2(t) + 2A2(t)B2(t).

Помимо этого, из (3.17) следует, что Q(t) = (I − 2z(t)D(0))−1 , то есть

(I − 2z(t)D(0)) Q(t) = I или, что тоже самое

Q(t) = I + 2z(t)Q(t)D(0). (3.21)

Наконец, с учетом формул (3.18)-(3.21), нетрудно убедиться, что скалярная

функция C2(t), определяемая согласно (3.16) удовлетворяет уравнению (3.13).

В самом деле, дифференцируя (3.16) и принимая во внимание соотношения

(3.18)-(3.21) приходим к справедливости цепочки равенств

Ċ2(t) = z̈(t)C2(0) + ż(t) (B2(0),B2(t)) + z(t)
(

B2(0), Ḃ2(t)
)

=



= λv(t)ż(t)C2(0) + ż(t) (B2(0),B2(t)) + z(t)

(

B2(0), 2A2(t)B2(t) + λv(t)B2(t)

)

=

= λv(t)

[

ż(t)C2(0) + z(t) (B2(0),B2(t))

]

+

(

B2(0), [ż(t)I + 2z(t)A2(t)]B2(t)

)

=

= λv(t)C2(t) +

(

B2(0), ż(t)S[I + 2z(t)Q(t)D(0)]S ′
B2(t)

)

=

= λv(t)C2(t) +

(

B2(0), ż(t)SQ(t)S ′
B2(t)

)

=

= λv(t)C2(t) +

(

ż(t)SQ(t)S ′
B2(0),B2(t)

)

= λ (trA2(t))C2(t) + |B2(t)|
2.

Окончательно, покажем, что A2(t)- симметричная матрица для всех t из об-

ласти ее определения. Пусть G(t) = SQ(t)S ′, где Q(t) определяется согласно

(3.17). Ясно, что G(t)- невырожденная симметричная матрица. Тогда A2(t) =

ż(t)G(t)A2(0), где A2(0)- вещественная симметричная матрица. В первую оче-

редь, убедимся, что матрицы A2(0) и G(t) коммутируют. Действительно, так

как справедлива цепочка равенств

A2(0)G−1(t) = A2(0)[SQ(t)S ′]−1 = A2(0)SQ−1(t)S ′ =

= A2(0)S[I − 2z(t)D(0)]S ′ = A2(0)[SS ′ − 2z(t)SD(0)S ′] =

= A2(0)[I − 2z(t)A2(0)] = A2(0) − 2z(t)A2
2(0) =

= [I − 2z(t)A2(0)]A2(0) = G−1(t)A2(0),

то G(t)A2(0) = A2(0)G(t). Кроме того, [G(t)A2(0)]′ = A′
2(0)G′(t) = A2(0)G(t), то

есть G(t)A2(0) - симметричная матрица. Поэтому таковой является и матрица

A2(t). Теорема доказана.

Замечание 1. Если ввести в рассмотрение матрицу

D(t) = diag[d1(t), . . . , dn(t)], dl(t) =
dl(0)

1 − 2dl(0)z(t)
ż(t), (3.22)

связанную с матрицей Q(t), определяемой согласно (3.17), соотношением

D(t) = ż(t)Q(t)D(0), D(0) = S ′A2(0)S, (3.23)



то решение (3.14)-(3.16) задачи Коши (3.11)-(3.13) запишется

A2(t) = SD(t)S ′, (3.24)

B2(t) = SD−1(0)D(t)S ′
B2(0), (3.25)

C2(t) = ż(t)C2(0) + z(t)
(

B2(0), SD−1(0)D(t)S ′
B2(0)

)

, (3.26)

где dl(t)- вещественные собственные значения матрицы A2(t); l = 1, 2, . . . , n.

Замечание 2. Из теоремы 3 и теоремы об единственности решения [33]

следует, что формулами (3.14)-(3.16) определяются все решения задачи Коши

(3.11)-(3.13). В самом деле, в исследуемой задаче Коши (3.11)-(3.13) нелиней-

ным является лишь уравнение (3.11) с вещественной симметричной начальной

матрицей A2(0). Единственность решения матричного уравнения (3.11) следу-

ет из того факта, что в любом ограниченном подмножестве <n×n правая часть

этого уравнения удовлетворяет условию Липшица, и значит, применима клас-

сическая теорема единственности решения для нормальной системы ОДУ.

Из утверждения 2 и теоремы 3 следует, что справедливо

Утверждение 3. Если симметричная матрица A2(t), вектор-столбец B2(t)

и скалярная функция C2(t) имеют соответственно вид (3.14), (3.15), (3.16),

тогда уравнение нелинейной диффузии (1.1) обладает точным, неавтомодель-

ным, анизотропным по пространственным переменным, явным неотрица-

тельным решением (3.8).

В заключение этого раздела, в зависимости от вещественных параметров α =

−λ/2, dl(0), проведем качественный анализ решений z(t) задачи Коши (3.10),

предварительно переписав последнюю в виде

ż =
n
∏

l=1

(1 − 2dl(0)z)α ≡ f(z), z(0) = 0, ż =
d

dt
z(t), (3.27)

где t ∈ <
+
; λ ∈ <; λ 6= 0. Итак, осуществим намеченное. В первую очередь заме-

тим, что, без ограничения общности, можно считать, что все dl(0) = dl 6= 0. Дей-

ствительно, в противном случае, можно просто уменьшить размерность n ∈ N.

Далее, качественный анализ задачи Коши (3.27) разобьем на два непересекаю-

щих случая: α > 0 и α < 0.



Случай 1. Пусть α = −λ/2 > 0. Ясно, что в этом случае точки zl = 1/2dl

являются положениями равновесия (точками покоя).

II. Предположим, что среди zl ∈ < существуют положительные точки покоя

zl > 0. Пусть, помимо этого, zk = min
zl∈<

+
zl, а m ∈ {1, 2, . . . , n}− их кратность. Тем

самым, в силу зависимости zl = 1/2dl, существуют dl ∈ <, dl > 0. Сначала, пред-

положим, что αm ≥ 1. В этом случае f(z)− липшицева функция в некотором

интервале (c, d), где c < 0; d > zk. Тогда, ясно, что z(t)− единственное, моно-

тонно возрастающее (ż(t) > 0, для t ≥ 0) решение задачи Коши (3.27). Причем,

очевидно, что z(t) < zk, lim
t→∞

z(t) = zk. Теперь предположим, что αm < 1. Тогда

f(z)− вещественная функция при z ∈ [0, zk) и f(z)- не вещественная функция

при z ∈ (zk, d) с некоторым d > zk(d < zl, если такие zl существуют). При-

чем f(z) > 0 при z ∈ [0, zk). Тем самым, в этом случае, решение (равновесие)

z(t) ≡ zk единственно вправо [33], однако, вообще говоря, единственности влево

нет. Поэтому решение z(t) задачи Коши (3.27) может достигнуть zk за конеч-

ное время tk(z(t) строго возрастает на [0, tk), z(t) ≡ zk при t ≥ tk). Отметим,

что это типичная ситуация в рамках предположения: αm < 1. В связи с этим,

в общем случае, рассмотрим задачу Коши v̇ = ϕ(v), v(0) = 0, где ϕ(z) ≤ f(z),

при z ∈ [0, zk], а значит z(t) ≥ v(t). Далее, пусть ϕ(z) = A(1 − 2dkz)αm, где

A =
∏

l:dl 6=dk

cl > 0; cl = 1, или dl < 0; cl = 1 − 2dlzk, или dl > 0. Тогда, понятно,

что v(t) достигает zk за конечное время tk, а поэтому и решение z(t) задачи

Коши (3.27) обладает этим свойством. Ясно, что можно найти оценку времени

достижения.

IIII. Теперь, в рамках рассмативаемого случая, предположим, что все zl < 0,

то есть все dl < 0. Тогда решение z(t) задачи Коши (3.27) единственно и строго

возрастает, так как функция f(z) является непрерывно дифференцируемой при

z ≥ 0. Вопрос заключается лишь в продолжимости решения z(t) задачи Коши

(3.27) при t → ∞. Однако, заметим, что исследуемое решение z(t), обязатель-

но, является неограниченным, в силу того, что f(z) ≥ 1 при z ≥ 0. Вначале,

предположим, что µ = αn ≤ 1. Тогда, очевидно, что f(z) ≤ (1 + 2gz)µ, где

g = max
l

|dl| > 0. Вводя новую переменную x = 1 + 2gz, рассмотрим задачу



Коши ẋ = 2gxµ, x(0) = 1. Заметим, что при µ = 1 получаем линейную задачу

Коши а, следовательно, имеет место бесконечная продолжимость. Если µ < 1,

то решение x(t) имеет вид x(t) = [1 + 2g(1 − µ)t]1/(1−µ) и является бесконечно

продолжимым. С другой стороны, поскольку z(t) ≤ v(t), где v(t)− решение

задачи Коши v̇ = (1 + 2gv)µ, v(0) = 0, то v(t) = [x(t) − 1]/2g. Тем самым, ре-

шение z(t) задачи Коши (3.27) бесконечно продолжимо. Теперь предположим,

что µ = αn > 1. Тогда f(z) ≥ (1 + 2qz)µ, где q = min
l

|dl| > 0, и задача Коши

v̇ = (1 + 2qv)µ, v(0) = 0, µ > 1, имеет непродолжимое решение. В самом деле,

если положить x = 1+2qv, то задача Коши запишется ẋ = 2qxµ, x(0) = 1, µ > 1.

При этом x(t) = 1/[1− 2q(µ− 1)t]1/(µ−1), x(t) → ∞ при t → 1/2q(µ− 1), а значит

v(t) = [x(t) − 1]/2q → ∞ при t → 1/2q(µ − 1). Далее, так как z(t) ≥ v(t), то

z(t)− непродолжимое решение задачи Коши (3.27). Итак, исследование случая

1 завершено.

Случай 2. Пусть α = −λ/2 < 0, β = |α|. Понятно, что в этом случае

zl = 1/2dl- особые точки и задача Коши (3.10) запишется

ż = 1/
n
∏

l=1

(1 − 2dl(0)z)β ≡ f(z), z(0) = 0. (3.28)

II. Пусть все zl < 0, то есть все dl < 0. Тогда z(t)− единственное, строго воз-

растающее решение задачи Коши (3.28). Действительно, в этом случае, f(z)−

непрерывно дифференцируемая функция при z ≥ 0 и, кроме того, f(z) > 0.

Рассмотрим задачу Коши v̇ = 1/(1 + 2dv)c ≡ ϕ(v), v(0) = 0, где c > 0, d > 0.

Замена x = 1 + 2dv приводит последнюю к виду ẋ = 2d/xc, x(0) = 1. Оче-

видно, что ее решение x(t) = [1 + 2d(c + 1)t]1/(c+1) неограниченно продолжимо,

строго возрастает и неограничено. Ясно, что этими свойствами обладает и ре-

шение v(t) = [x(t) − 1]/2d. Далее, предположим, что d = min
l

|dl|. Тогда имеем

(1 − 2dlz)β ≥ (1 + 2dz)β при z ≥ 0, а значит f(z) ≤ 1/(1 + 2dz)βn ≡ ϕ(z) при

c = βn. Поэтому z(t) ≤ v(t), где v(t)- решение задачи Коши v̇ = ϕ(v), v(0) = 0.

Следовательно, решение z(t) задачи Коши (3.28) неограниченно продолжимо.

Аналогично, если положить d = max
l

|dl|, то (1 − 2dlz)β ≤ (1 + 2dz)β при z ≥ 0

и значит f(z) ≥ 1/(1 + 2dz)βn ≡ ϕ(z) при c = βn. Тем самым, z(t) ≥ v(t), где



v(t)− решение задачи Коши v̇ = ϕ(v), v(0) = 0. Итак, решение z(t) задачи Коши

(3.28) неограниченно возрастает.

IIII. Теперь, в рамках исследуемого случая, предположим, что среди zl ∈ <

существуют zl > 0. Пусть zk = min
zl∈<

+
zl, а m ∈ {1, 2, . . . , n}− их кратность.

Тем самым, в силу зависимости zl = 1/2dl существуют dl > 0. Пусть d =

dk = 1/2zk и p− число dl таких, что dl > 0, где m ≤ p ≤ n. Далее, рас-

смотрим задачу Коши v̇ = 1/A(1 − 2dv)c, v(0) = 0, где A > 0; c > 0. Тогда

v(t) =
[

1 −
[

1 − 2d(c+1)
A

t
]1/(c+1)

]

/

2d− вещественное решение, определенное на

отрезке [0, τk], пока 2d(c+1)
A

t ≤ 1, то есть τk = A
2d(c+1)

, v(τk) = 1
2d

= zk. Далее, для

di < 0 имеем 1 − 2diz = 1 + 2|di|z ≥ 1, 1 − 2diz ≤ 1 + 2|di|zk при z ∈ [0, zk].

Помимо этого, для di > 0(di 6= d) следует, что 1 − 2diz ≥ 1 − 2dz, 1 − 2diz ≤ 1.

Тем самым, если z ∈ [0, zk], то имеют место оценки

f(z) ≥
1

A(1 − 2dz)η
= ϕ(z), f(z) ≤

1

(1 − 2dz)c
= ϕ(z),

где A =
∏

i:di<0

(1 + 2|di|zk)
β > 0; η = βm; c = βp. Пусть v(t)− решение зада-

чи Коши v̇ = ϕ(v), v(0) = 0. Пусть, кроме того, v(t)− решение задачи Коши

v̇ = ϕ(v), v(0) = 0. Тогда v(t) определено на отрезке [0, tkr], где tkr = 1/2d(c+1).

Помимо этого, v(t) определено на отрезке [0, tks], где tks = A/2d(η + 1). Очевид-

но, что справедлива цепочка неравенств: v(t) ≤ z(t) ≤ v(t). В итоге, заключа-

ем, что z(t)− единственное, строго возрастающее решение задачи Коши (3.28),

определенное на отрезке [0, tk], где tkr ≤ tk ≤ tks; z(tk) = zk.

Наконец, отметим, что функция z(t) ведет себя аналогично функции v(t). На

этом завершается качественное исследование решений задач Коши (3.10), поз-

воляющее проанализировать поведение и выявить типичные свойства точных

неотрицательных решений исходного уравнения (1.1), полученных во второй

части настоящей работы.

Далее, так как функции A2(t),B2(t), C2(t) нами определены (см. формулы

(3.14)-(3.16), а также (3.24)-(3.26)), то перейдем к исследованию системы ОДУ

(3.4.4)-(3.4.6).



4. Разрешимость задачи Коши для матрично-векторного-скаляр-

ной системы ОДУ. Выше (см. теорему 3) мы показали разрешимость задачи

Коши (3.11)-(3.13). Теперь, с учетом этого результата, наша ближайшая цель -

доказать существование решений задачи Коши для системв ОДУ (3.4.4)-(3.4.6).

Итак, осуществим намеченное

Теорема 4. Пусть матрица A2(t) имеет вид

A2(t) = ż(t)SQ(t)S ′A2(0), (4.1)

u(t) = trA1(t), v(t) = trA2(t); A1(0), A2(0) ∈ Mn(<) - вещественные симметрич-

ные матрицы. Тогда задача Коши

Ȧ1(t) = 4A1(t)A2(t) + τv(t)A1(t) + σu(t)A2(t), A1(t)|t=0 = A1(0), (4.2)

имеет следующее решение

A1(t) = [ż(t)]τ/λ

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

τ
λ u(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G2(t), (4.3)

где G(t) = SQ(t)S ′; u(t)- функция, удовлетворяющая линейному интегрально-

му уравнению Вольтерра второго рода

u(t) = σ
∫ t

0
K(t, η)u(η)dη + f(t), (4.4)

с ядром

K(t, η) =

[

ż(t)

ż(η)

]τ/λ

ż(η)tr[Q2(t)Q−1(η)D(0)], (4.5)

и свободным членом

f(t) = [ż(t)]τ/λtr[A1(0)G2(t)], (4.6)

τ = λ/p; σ = λp/ξ; ξ = p(λ+1)−λ. Кроме того, для симметричности A1(t) при

всех t ∈ domainA1(t) необходимо и достаточно, чтобы матрицы A1(0), A2(0)

коммутировали

A1(0)A2(0) = A2(0)A1(0). (4.7)

Доказательство. Прежде всего, отметим, что из уравнения (3.20) в силу соот-

ношения A2(0) = SD(0)S ′ и вида матрицы Q(t) следует справедливость задачи

Коши

Ġ(t) = 2ż(t)G2(t)A2(0), G(t)|t=0 = I. (4.8)



Легко видеть, что G(t)A2(0) = A2(0)G(t) и G(t)Ġ(t) = Ġ(t)G(t). Наконец, на-

помним, что функция z(t) удовлетворяет помимо (3.10) ОДУ (3.19). С учетом

этого покажем, что матрица A1(t) является решением задачи Коши (4.2). В

самом деле, дифференцируя (4.3), принимая во внимание формулы (4.1), (4.2),

(4.8) и учитывая, что τ/λ = 1/p, p ∈ <, p 6= 0 имеем

Ȧ1(t) =
1

p
[ż(t)]

1

p
−1z̈(t)

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G2(t)+

+σż(t)u(t)G−1(t)A2(0)G2(t)+

+2[ż(t)]
1

p

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G(t)Ġ(t) =

= τv(t)[ż(t)]
1

p

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G2(t)+

+σu(t)ż(t)G(t)A2(0)+

+4[ż(t)]
1

p

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G2(t) × ż(t)G(t)A2(0) =

= τv(t)A1(t) + σu(t)A2(t) + 4A1(t)A2(t).

Теперь, исходя из (4.3) вычислим след u(t) матрицы A1(t). Итак, справедлива

цепочка равенств

u(t) = trA1(t) = tr

[

σ
∫ t

0
[ż(t)]

1

p [ż(η)]1−
1

p u(η)G−1(η)A2(0)G2(t)dη+

+[ż(t)]
1

p A1(0)G2(t)

]

=

= σ
∫ t

0

[

ż(t)

ż(η)

]
1

p

ż(η)tr[G−1(η)A2(0)G2(t)]u(η)dη + [ż(t)]
1

p tr[A1(0)G2(t)] =

= σ
∫ t

0

[

ż(t)

ż(η)

]
1

p

ż(η)tr[Q2(t)Q−1(η)D(0)]u(η)dη + f(t) =

= σ
∫ t

0
K(t, η)u(η)dη + f(t).

Откуда следует, что функция u(t) удовлетворяет линейному интегральному

уравнению Вольтерра второго рода (4.4) с ядром (4.5) и свободным членом

(4.6). Тем самым мы показали, что матрица A1(t) является решением задачи



Коши (4.2). Для завершения доказательства осталось установить тот факт, что

соотношение (4.7) является необходимым и достаточным условием симметрич-

ности матрицы A1(t) для всех t из области определения последней.

Пусть равенство (4.7) выполняется. Отметим, что A2(0) = SD(0)S ′ и G(t) =

SQ(t)S ′- невырожденная симметричная матрица. Учитывая сказанное, нетруд-

но убедиться, что матрицы A1(0) и G−1(t) коммутируют. Действительно, в этом

случае имеет место цепочка равенств

A1(0)G−1(t) = A1(0)[SQ(t)S ′]−1 = A1(0)SQ−1(t)S ′ =

= A1(0)S[I − 2z(t)D(0)]S ′ = A1(0)[SS ′ − 2z(t)SD(0)S ′] =

= A1(0)[I − 2z(t)A2(0)] = A1(0) − 2z(t)A1(0)A2(0) =

= A1(0) − 2z(t)A2(0)A1(0) = [I − 2z(t)A2(0)]A1(0) = G−1(t)A1(0).

Следовательно A1(0)G(t) = G(t)A1(0), A1(0)G2(t) = G2(t)A1(0). Заметим, что

поскольку [A1(0)G2(t)]′ = [G2(t)]′[A1(0)]′ = [G′(t)]2[A1(0)]′ = G2(t)A1(0) = A1(0)G2(t),

то матрица A1(0)G2(t) является симметричной. Выше мы показали справедли-

вость соотношения A2(0)G(t) = G(t)A2(0). Тем самым A2(0)G2(t) = G2(t)A2(0).

Отсюда сразу следует симметричность матрицы A2(0)G2(t). В самом деле, име-

ем [A2(0)G2(t)]′ = [G2(t)]′[A2(0)]′ = [G′(t)]2[A2(0)]′ = G2(t)A2(0) = A2(0)G2(t).

Учитывая полученные результаты и переписывая матрицу A1(t) в форме

A1(t) = σ[ż(t)]
1

p

[

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)Q−1(η)dη

]

A2(0)G2(t) + [ż(t)]
1

p A1(0)G2(t), (4.9)

легко видеть, что она симметричная для всех t из области ее определения.

Докажем обратное. Пусть матрица A1(t), определяемая формулой (4.9) яв-

ляется симметричной. Поскольку A2(0)G2(t)- симметричная матрица, то и мат-

рица A1(0)G2(t) должна быть симметричной, что эквивалентно, в силу симмет-

ричности A1(0), G2(t) их коммутации A1(0)G2(t) = G2(t)A1(0). Значит имеет

место соотношение G−2(t)A1(0) = A1(0)G−2(t), то есть матрицы G−2(t) и A1(0)

коммутируют. Напомним, что G−1(t) = SQ−1(t)S ′ = I − 2z(t)A2(0). Отсюда



следует, что G−2(t) = I − 4z(t)A2(0) + 4z2(t)A2
2(0). В итоге, имеет место соотно-

шение

[I − 4z(t)A2(0) + 4z2(t)A2
2(0)]A1(0) = A1(0)[I − 4z(t)A2(0) + 4z2(t)A2

2(0)].

Расписывая это равенство и учитывая, что z(t) 6= 0 получим

A2(0)A1(0) − z(t)A2
2(0)A1(0) = A1(0)A2(0) − z(t)A1(0)A2

2(0).

Поскольку z(0) = 0, то полагая t = 0, из последнего соотношения следует

формула (4.7). Теорема доказана.

Покажем, что из теорем 3 и 4 следует

Теорема 5. Пусть A2(t), A1(t)- вещественные симметричные матрицы ви-

да (4.1), (4.3), удовлетворяющие уравнениям (3.4.1), (3.4.4) и определенные

при t = 0, то есть A2(t)|t=0 = A2(0) ∈ Mn(<), A1(t)|t=0 = A1(0) ∈ Mn(<). Тогда

существуют вещественные диагональные D(0) = diag[d1(0), . . . , dn(0)], Λ(0) =

diag[λ1(0), . . . , λn(0)] и ортогональная S ∈ Mn(<) матрицы такие, что

A2(t) = ż(t)SQ(t)D(0)S ′, (4.10)

A1(t) = [ż(t)]
1

p S

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)Q−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t)S ′, (4.11)

где u(t)- решение линейного интегрального уравнения Вольтерра второго рода

(4.4) с ядром (4.5) и свободным членом

f(t) = [ż(t)]
1

p tr[Λ(0)Q2(t)]; (4.12)

Q(t) - диагональная матрица, определяемая согласно (3.17).

Доказательство. Ясно, что вещественные, симметричные матрицы A2(t),

A1(t), определяемые посредством формул (4.1), (4.3) удовлетворяют задачам

Коши (3.11), (4.2). Причем матрицы A2(0), A1(0) коммутируют, то есть выпол-

няется соотношение (4.7). С другой стороны, при определенных предположе-

ниях две вещественные, симметричные, коммутирующие матрицы A2(0), A1(0)

могут быть одновременно приведены к диагональному виду. В самом деле [32],



необходимым и достаточным условием существования вещественной ортого-

нальной матрицы S такой, что S ′A1(0)S = Λ(0), S ′A2(0)S = D(0), является ком-

мутация матриц A1(0), A2(0). Отсюда имеем A1(0) = SΛ(0)S ′, A2(0) = SD(0)S ′.

Подставляя эти выражения в (4.1), (4.3) приходим к формулам (4.10), (4.11).

Помимо этого, из (4.6) следует справедливость соотношения (4.12). Теорема

доказана.

Замечание 3. Если ввести матрицу Λ(t) = diag[λ1(t), . . . , λn(t)] с веществен-

ными собственными значениями вида

λk(t) =

[

σdk(t)
∫ t

0
[1 − 2dk(0)z(η)][ż(η)]1−

1

p u(η)dη + λk(0)

]

×

×[1 − 2dk(0)z(t)]−2[ż(t)]
1

p , (k = 1, 2, . . . , n),

то формула (4.11) запишется

A1(t) = SΛ(t)S ′, (4.11)′

Λ(t) = [ż(t)]
1

p

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)Q−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t).

Теперь, поскольку функции B2(t), A2(t), A1(t), v(t) = trA2(t), u(t) = trA1(t)

нами определены, то покажем, что имеет место

Теорема 6. Пусть вектор-столбец B2(t) и матрицы A2(t), A1(t) определя-

ются соответственно формулами (3.15) и (4.10), (4.11). Пусть, кроме того,

функция v(t) имеет вид (3.18), а u(t)- решение линейного интегрального урав-

нения Вольтерра второго рода (4.4) с ядром (4.5) и свободным членом (4.12).

Тогда задача Коши

Ḃ1(t) = [2A2(t)+ τv(t)I]B1(t)+ [2A1(t)+σu(t)I]B2(t), B1(t)|t=0 = B1(0), (4.13)

обладает следующим решением

B1(t) = [ż(t)]
1

p SQ(t)

[

σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)Q−1(η)dη

)

Q(t)S ′
B2(0)+ (4.14)

+2z(t)Q(t)Λ(0)S ′
B2(0) + S ′

B1(0)

]

.



Доказательство. Введем в рассмотрение вектор-столбец

IB1(t) = σ

(

∫ t

0
[ż(t)]1−

1

p u(η)Q−1(η)dη

)

Q(t)S ′
B2(0)+ (4.15)

+2z(t)Q(t)Λ(0)S ′
B2(0) + S ′

B1(0).

Тогда формула (4.14) запишется

B1(t) = [ż(t)]
1

p SQ(t)IB1(t). (4.16)

Дифференцируя (4.16) по времени, приходим к соотношению

Ḃ1(t) =
1

p
[ż(t)]

1

p
−1z̈(t)SQ(t)IB1(t) + [ż(t)]

1

p

[

SQ̇(t)IB1(t) + SQ(t) ˙IB1(t)
]

.

Теперь, используя (3.19), (3.20), имеем

Ḃ1(t) = [2A2(t) + τv(t)I]B1(t) + [ż(t)]
1

p SQ(t) ˙IB1(t). (4.17)

Исходя из (4.15) вычислим ˙IB1(t). В результате получим

˙IB1(t) = σ[ż(t)]1−
1

p u(t)S ′
B2(0)+

+2σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)Q−1(η)dη

)

ż(t)Q2(t)D(0)S ′
B2(0)+

+2ż(t)Q(t)Λ(0)S ′
B2(0) + 4z(t)ż(t)Q2(t)D(0)Λ(0)S ′

B2(0).

Поскольку справедливо равенство (3.21), то

˙IB1(t) = σ[ż(t)]1−
1

p u(t)S ′
B2(0)+

+2σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)Q−1(η)dη

)

ż(t)Q2(t)D(0)S ′
B2(0)+

+2ż(t)Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0).

После этого, нетрудно убедиться, что имеет место цепочка равенств

[ż(t)]
1

p SQ(t) ˙IB1(t) = σu(t)ż(t)SQ(t)S ′
B2(0)+

+2[ż(t)]
1

p S

(

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)Q−1(η)D(0)dη

)

Q2(t)S ′ × ż(t)SQ(t)S ′
B2(0)+

+2[ż(t)]
1

p SΛ(0)Q2(t)S ′ × ż(t)SQ(t)S ′
B2(0) = σu(t)ż(t)SQ(t)S ′

B2(0)+



+2[ż(t)]
1

p S

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)Q−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t)S ′ × ż(t)SQ(t)S ′
B2(0) =

= σu(t)IB2(t) + 2A1(t)B2(t) = [2A1(t) + σu(t)I]B2(t).

Таким образом, с учетом этого соотношения уравнение (4.17) принимает вид

Ḃ1(t) = [2A2(t) + τv(t)I]B1(t) + [2A1(t) + σu(t)I]B2(t).

Тем самым, мы показали, что функция B1(t) определяемая согласно (4.14) яв-

ляется решением этого уравнения. Наконец, учитывая, что z(0) = 0, ż(0) =

1, Q(0) = I, легко проверить, что предъявленное решение (4.14) удовлетворяет

начальному условию. Итак, функция B1(t) является решением задачи Коши

(4.13). Теорема доказана.

Тем самым, все подготовлено для того, чтобы перейти к исследованию раз-

решимости задачи Коши для ОДУ (3.4.6). Покажем, что в этом случае спра-

ведлива

Теорема 7. Пусть вектор-столбцы B2(t),B1(t) и скалярная функция C2(t)

определяются согласно (3.15), (4.14) и (3.16). Пусть помимо этого функция

v(t) = trA2(t) имеет вид (3.18), а u(t) = trA1(t)- решение линейного уравнения

Вольтерра второго рода (4.4) с ядром (4.5) и свободным членом (4.12). Тогда

задача Коши

Ċ1(t) = τv(t)C1(t) + σu(t)C2(t) + 2 (B1(t),B2(t)) , C1(t)|t=0 = C1(0), (4.18)

имеет следующее решение

C1(t) = [ż(t)]
1

p

[

C1(0) + 2z(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))+

+2z2(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+ σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

× (4.19)

×
[

C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)) + z(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2

]

−

−σ
(
∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

p u(η)dη
)

|Q(t)S ′
B2(0)|2

]

,

где функция z(t) определяется из (3.10) и удовлетворяет соотношению (3.19).



Доказательство. Для упрощения записи формулы (4.19) уместно ввести обо-

значение

CI1(t) = C1(0) + 2z(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))+

+2z2(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+ σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

× (4.20)

×
[

C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)) + z(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2

]

−

−σ
(
∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

p u(η)dη
)

|Q(t)S ′
B2(0)|2.

Тем самым, формула (4.19) принимает вид

C1(t) = [ż(t)]
1

p CI1(t). (4.21)

Прежде всего отметим, что z(0) = 0, ż(t) = 1. Таким образом, легко видеть, что

предъявленная функция (4.19) удовлетворяет начальному условию C1(t)|t=0 =

C1(0). Дифференцируя (4.21) по времени и принимая во внимание соотношения

(3.19), (4.20) имеем

Ċ1(t) = τv(t)C1(t) + [ż(t)]
1

p ĊI1(t). (4.22)

Теперь, исходя из (4.20), нужно вычислить ĊI1(t). Итак, учитывая формулу

(3.20) получим

ĊI1(t) = 2ż(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))+

+4z(t)ż(t)
(

Q2(t)D(0)S ′
B1(0), S ′

B2(0)
)

+

+4z(t)ż(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+8z2(t)ż(t)
(

Q3(t)Λ(0)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+σ[ż(t)]1−
1

p u(t) [C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))] + σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

×

×

{

ż(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)) + 2z(t)ż(t)
(

Q2(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+ż(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2 + 4z(t)ż(t)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

}

−

−4σż(t)

(

∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

.



Выражение, стоящее в фигурных скобках можно упростить. В самом деле,

используя (3.21), нетрудно убедиться, что имеет место соотношение

ż(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)) + 2z(t)ż(t)
(

Q2(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+ż(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2 + 4z(t)ż(t)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

=

= 2ż(t)
(

Q3(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

.

Таким образом, заключаем, что

ĊI1(t) = 2ż(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))+

+4z(t)ż(t)
(

Q2(t)D(0)S ′
B1(0), S ′

B2(0)
)

+

+4z(t)ż(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+8z2(t)ż(t)
(

Q3(t)Λ(0)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+σ[ż(t)]1−
1

p u(t) [C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))] +

+2σż(t)

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

(

Q3(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

−

−4σż(t)

(

∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

.

Умножая последнее соотношение на [ż(t)]
1

p и принимая во внимание формулу

(3.21), несложно проверить, что справедлива цепочка равенств

[ż(t)]
1

p ĊI1(t) = 2[ż(t)]
1

p
+1

(

Q(t)[I + 2z(t)Q(t)D(0)]S ′
B1(0), S ′

B2(0)

)

+

+4z(t)[ż(t)]
1

p
+1

(

Q2(t)Λ(0)[I + 2z(t)Q(t)D(0)]S ′
B2(0), S ′

B2(0)

)

+

+σu(t)C2(t) + 2σ[ż(t)]
1

p
+1

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

(

Q3(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

−

−4σ[ż(t)]
1

p
+1

(

∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

=

= σu(t)C2(t) + 2[ż(t)]
1

p
+1
(

Q2(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0)
)

+

+4z(t)[ż(t)]
1

p
+1
(

Q3(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+



+2σ[ż(t)]
1

p
+1

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

(

Q3(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

−

−4σ[ż(t)]
1

p
+1

(

∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

p u(η)dη

)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

=

= σu(t)C2(t) + 2(B1(t),B2(t)).

Подставляя это выражение в формулу (4.22) приходим к ОДУ

Ċ1(t) = τv(t)C1(t) + σu(t)C2(t) + 2(B1(t),B2(t)).

Таким образом, заключаем, что скалярная функция C1(t), определяемая по-

средством формулы (4.19) является решением задачи Коши (4.18). Теорема

доказана.

Замечание 4. Нетрудно проверить, что если вместо u(t) ввести в рассмот-

рение функцию

u0(t) = u(t)[ż(t)]−
1

p , (4.23)

тогда u0(t) удовлетворяет линейному интегральному уравнению Вольтерра вто-

рого рода

u0(t) = σ
∫ t

0
K0(t, η)u0(η)dη + f0(t), (4.24)

с ядром

K0(t, η) = ż(η)tr[Q2(t)Q−1(η)D(0)], (4.25)

и свободным членом

f0(t) = tr[Q2(t)Λ(0)]. (4.26)

Итак, суммируя результаты теорем 3, 4, 6, 7, приходим к следующему ключе-

вому результату, используемому для разрешимости системы АДУ (3.4).

Теорема 8. Пусть заданы вещественные симметричные матрицы A1(0), A2(0) ∈

Mn(<), обладающие свойством (4.7), вектор-столбцы B1(0),B2(0) ∈ Mn,1(<) и

скаляры C1(0), C2(0) ∈ <. Пусть z(t) и u(t)- соответственно вещественные

решения задачи Коши (3.10) и линейного интегрального уравнения Вольтерра

второго рода (4.24) с ядром (4.25) и свободным членом (4.26). Тогда суще-

ствует вещественное решение матрично- векторно-скалярной задачи Коши



(3.11)-(3.13), (4.2), (4.13), (4.18), определяемое формулами

A2(t) = ż(t)SQ(t)D(0)S ′ = ż(t)SQ(t)S ′A2(0), (4.27)

B2(t) = ż(t)SQ(t)S ′
B2(0), (4.28)

C2(t) = ż(t) [C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))] , (4.29)

A1(t) = [ż(t)]
1

p

+S

[

σ
∫ t

0
ż(η)u0(η)Q−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t)S ′, (4.30)

B1(t) = [ż(t)]
1

p

+SQ(t)

[

σ
(
∫ t

0
ż(η)u0(η)Q−1(η)dη

)

Q(t)S ′
B2(0)+

+2z(t)Q(t)Λ(0)S ′
B2(0) + S ′

B1(0)

]

, (4.31)

C1(t) = [ż(t)]
1

p

+

[

C1(0) + 2z(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))+

+2z2(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+ (4.32)

+σ
(
∫ t

0
ż(η)u0(η)dη

)

[C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))+

+z(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2] − σ

(
∫ t

0
z(η)ż(η)u0(η)dη

)

|Q(t)S ′
B2(0)|2

]

.

Помимо этого, A1(t), A2(t)- вещественные симметричные матрицы, соответ-

ственно, для всех t ∈ domainA1(t), t ∈ domainA2(t), где Q(t)- диагональная

матрица вида (3.17); S ∈ Mn(<)- произвольная ортогональная матрица; Λ(0) =

S ′A1(0)S; D(0) = S ′A2(0)S; σ = λp/ξ; ξ = p(λ + 1) − λ; λ, p, ξ ∈ <\{0}.

Замечание 5. Методы исследования переопределенных систем АДУ и си-

стем эволюционных уравнений, нагруженных дифференциальными связями,

обсуждались соответственно в работах [34, 35]. Переопределенные системы

АДУ возникают во многих прикладных исследованиях, например, при мате-

матическом моделировании процессов горения, химической кинетики с учетом

диффузии и теплопроводности [36, 37] (помимо этого, см. [9]).

Во второй, заключительной, части работы будет показано, что исследование

задачи Коши (3.11)-(3.13), (4.2), (4.13), (4.18), обладающей решением (4.27)-

(4.32) и нагруженной алгебраическими уравнениями (3.4.7)-(3.4.9) распадается



на два не пересекающихся случая: p 6= 2 и p = 2. При этом, в каждом их этих

случаев, мы определим достаточные условия, при выполнении которых реше-

ние (4.27)-(4.32) задачи Коши (3.11)-(3.13), (4.2), (4.13), (4.18) удовлетворяет

дополнительным условиям (3.4.7)-(3.4.9). Наконец, отметим, что настоящая

работа является продолжением исследований [1,2,31,38-41].
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УДК 517.956+517.958

СУЩЕСТВОВАНИЕ И КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ ТОЧНЫХ

НЕАВТОМОДЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ МНОГОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ

НЕЛИНЕЙНОЙ ДИФФУЗИИ.I.

Г.А.Рудых

Предлагается и исследуется нетривиальная конструкция точного неотри-

цательного решения многомерного уравнения нелинейной диффузии в виде

"конечной суммы". После подстановки предъявленной конструкции в исход-

ное уравнение приходим к исследованию системы алгебро-дифференциальных

уравнений (АДУ), которая является переопределенной (число уравнений пре-

восходит число искомых функций) и, как известно, может вообще не иметь

решений. Поэтому в настоящей части работы доказано существование реше-

ния задачи Коши для матрично-векторно-скалярной системы обыкновенных

дифференциальных уравнений (ОДУ), входящей в изучаемую переопределен-

ную систему АДУ. Помимо этого, в зависимости от вещественных параметров,

проведено качественное исследование решений задачи Коши для некоторого

вспомогательного скалярного, нелинейного ОДУ, позволяющее проанализиро-

вать поведение точных неавтомодельных, анизотропных по пространственным

переменным, явных неотрицательных решений многомерного уравнения нели-

нейной диффузии.
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NON SELF-SIMILAR SOLUTIONS OF THE MULTIDIMENSIONAL

EQUATION OF NONLINEAR DIFFUSION

Rudykh G.A.

The nontrivial construction of exact nonnegative solution of multidimensional

equation of the nonlinear diffusion in the form "finite sum "is proposed and investi-

gated. After substitution of produced construction to the initial equation we come

to research of the system of algebro-differential equations (ADE) that is overdeter-

mined (the number of equations exceeds the number of desired functions). Because

the overdetermined system of equations is not solvabale, then it is proved that the

obtained system of ADE posseses the other solutions than are nontrivial ones. On

the basis of this result the exact non self-similar anizotropic over spatial variables

explicit nonnegative solutions both of the class equations of porous medium (non-

stationary filtration) and the class of equations of fast diffusion are constructed.

In particular this class includes so-called limit equation of fast diffusion. Basically,

obtained exact nonnegative solutions for above equations are not invariant in view

of the groups of point-wise transformations and Lee-Baklund’s groups.
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