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Введение

Постановка задачи и ее актуальность

Настоящее исследование посвящено изучению краевых задач, возника-

ющих при математическом моделировании процесса формования во-

локна из расплава полимера. Кратко опишем суть процесса формо-

вания волокна. Расплавленный полимер продавливается через сопло

фильеры, охлаждается потоком воздуха и затем полимер затверде-

вает. В застывшем состоянии волокно наматывается на приемный ва-

лик со скоростью значительно превосходящей скорость продавливания

(экструзии) полимера через сопло. Отметим, что по мере удаления от

фильеры радиус волокна уменьшается, принимая стационарное зна-

чение. В конце технологического процесса готовое волокно наматы-

вается на приемный валик. Сразу после выхода из фильеры полимер

слегка набухает, а затем сжимается, как только скорость увеличивает-

ся до конечной скорости. В промышленных установках одновременно

производится несколько сотен волокон. Математическое моделирова-

ние взаимодействия волокна и воздушных потоков является достаточ-

но сложной задачей, соответствующие модели строились и исследо-

вались в работах [24], [17]. На свойства волокна влияет совокупность

таких факторов как скорость потока воздуха, поверхностное натяже-

ние волокна в жидком состоянии, молекулярная структура полимера
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и другие факторы [24], [17].

В статье [16] используется тот факт, что скорость потока вблизи

поверхности цилиндра пропорциональна логарифму его расстояния от

оси цилиндра. Этот логарифмический профиль позволил [16] решить

задачу потока цилиндра в состоянии покоя более точно. Подобный ло-

гарифмический профиль использовался и ранее Сакиадисом [23]. Са-

киадис вычислил решение уравнения Блазиуса и показал, что инвер-

тирование граничных условий не обязательно ведет к инвертированию

профиля скорости. Себан [25] и позднее Глауэрт [16] заметили, что ла-

минарный импульсный пограничный слой может быть описан безраз-

мерно с помощью преобразования системы координат. Факт наличия

малого ускорения установлен на основе Релеевского решения [20]. В

статье [21] рассматрен ламинарный подход к задаче формования во-

локна используя безразмерный импульсный пограничный слой вдоль

волокна с круглым сечением в аксиальном направлении, исследованы

два типа граничных условий. Один тип называется квазиподобным ре-

шением и вычислен на полубесконечности, а другой тип – для непре-

рывно движущейся поверхности. Для обоих типов граничных условий

разработаны разностные методы.

Полуаналитическое решение уравнений с погранслоем для несжи-

маемого потока с постоянными свойствами (т. e. не зависящими от

температуры) указано в монографии [37], численные методы описаны

в [22].

При построении и исследовании математических моделей эффек-

тивными оказалось сочетание классических методов гидродинамики,

численных и аналитических приближенных методов решения нелиней-

ных задач с сингулярностями. Особо отметим робастные разностные

схемы Г. И. Шишкина [22], используемые и в наших работах [?], [12],
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[13]. В настоящей работе мы рассматриваем единичное волокно. Усло-

вия производства волокна, в особенности его затвердевание после вы-

хода из сопла фильеры, оказывают наиболее существенное влияние на

качество и характеристики готового волокна [8], [15]. Глубокое понима-

ние процесса затвердевания волокна способствует улучшению его про-

изводства. Поэтому моделирование процесса формования имеет как

теоретический, так и практический интерес, привлекая внимание мно-

гих математиков.

Исследуемые физико-технические модели

Рассматривая широкий спектр краевых задач, возникающих при ма-

тематическом моделировании процесса формования волокна из рас-

плава, можно обнаружить довольно много белых пятен и нерешенных

проблем как с точки зрения теоретического обоснования уже использу-

емых аналитических методов, так и с точки зрения вычислительных

методов. Перечислим задачи, известные в литературе, посвященной

теории и приложениям моделирования формования волокна, некото-

рые из которых впервые решаются в настоящей монографии.

1. Моделирование пограничного слоя в случае аксиальной симметрии

волокна;

2. Вывод краевой задачи с использованием преобразования Блази-

уса;

3. Решение сингулярной краевой задачи на полуоси;

4. Краевая задача в моделировании теплообмена в подвижном ци-

линдрическом волокне с аксисимметричным погранслоем;
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5. Исследование существования решений краевых задач, возникаю-

щих при моделировании формования волокна.

Диапазон физико-технических моделей, связанных с формованием

волокон, сводится к исследованию решений систем нелинейных диф-

ференциальных уравнений в частных производных. В настоящей рабо-

те основное внимание уделяется математическим моделям, в которых

исходные нелинейные модели, описываемые уравнениями в частных

производных, мы сводим к обыкновенным дифференциальным урав-

нениям, для которых формулируются краевые задачи, исследуются

вопросы существования их решений, построения точных и приближен-

ных решений. В работе используются методы гидродинамики, методы

нелинейного анализа и вычислительной математики. В данной рабо-

те численные расчеты с использованием адаптивных сеток являются

точными в пределах погрешности входных данных и информативны-

ми, т.к. решение ищется строго в рамках пограничного слоя, учиты-

ваются такие сингулярности, как кромка (расчеты вблизи нуля, соот-

ветствующего соплу фильеры) и расчеты на бесконечности. В работах

Г.И.Шишкина (см. библиографию в монографии [22]), используемых

в данной работе, метод получил название робастного за счет устойчи-

вости к такому важному параметру как вязкость.

Научная новизна настоящей монографии определяется следую-

щими результатами, полученными автором.

1. Разработан аналитический метод построения решений в одномер-

ных стационарных моделях с краевым условием. Установлена схо-

димость рядов в асимптотическом методе Глауэрта-Лайтхилла.

2. Для двухмерных нелинейных систем Блазиуса построено разре-

шающее уравнение относительно функции тока и три точных ре-

шения.
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3. Доказана теорема существования решения краевой задачи по-

гранслоя. Доказана теорема существования и предложен числен-

ный метод решения нелинейной краевой задачи теории погранс-

лоя.

4. Разработан численный метод для которого относительные ошибки

теплового потока и сопротивления для плоской пластины, а так-

же относительные ошибки компонент скоростей и температуры не

зависят от числа Рейнольдса.

5. Впервые доказано существование решений краевых задач, возни-

кающих в физико-технических моделях полимеров с использова-

нием теоремы Коши-Ковалевской и принципа неподвижной точки

Шаудера.

6. При помощи общих теорем существования решений нелинейных

уравнений с векторным параметром доказано существование ре-

шений одной краевой задачи из теории погранслоя на неограни-

ченном полуинтервале.

Монография состоит из введения, трех глав и заключения. 1-ая

глава носит вспомогательный характер и посвящена аналитическому

обзору постановок краевых задач, возникающих при математическом

моделировании процесса формования волокон. Основное внимание

уделено моделям, вытекающим из уравнения Навье-Стокса. Приведе-

ны вычисления автора по расчету сопротивления трению. 2-ая глава

посвящена построению аналитических решений нелинейных краевых

задач Глауэрта и Лайтхилла и исследованию двумерных нелинейных

систем, введенных Блазиусом. Доказана теорема существования для

задач с погранслоем (двухточечной краевой задачи для дифферен-

циального уравнения третьего порядка, частным случаем которого
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является уравнение Блазиуса) с использованием теоремы Арцелла

и принципа Шаудера. В этой же главе рассмотрены аналитические

решения нелинейных систем в частных производных, введенные в

1954 году Глауэртом и Лайтхиллом [16]. Для указанной системы

нелинейных уравнений в частных производных, введенной Глауэр-

том и Лайтхиллом построено точное решение с линейным выбором

радиуса волокна. Кроме того в этом разделе изучены двухмерные

нелинейные системы, введенные Блазиусом. Построено разрешаю-

щее уравнение относительно функции тока и три точных решения.

Численное решение кревых задач, возникающих при моделировании

пограничных слоев в формовании волокон рассмотрено в 3-ей главе.

Разработан робастный численный метод решения задачи Блазиуса

позволяющий находить скорость, толщину погранслоя и коэффициент

трения. Выполнены оценки глобальной ошибки для решения Блази-

уса. Результаты автора, изложенные в монографии, опубликованы в

работах [9] – [14], [28], [29] , [34], [35].

Настоящее исследование выполнено при частичной поддержке Дуб-

линского технологического института (Ирландия) и гранта компании

Klüber Lubrication. Автор глубоко признателен профессору Daphne

Gilbert (Дублинский технологический институт) и профессору Н.А.

Сидорову (Иркутский госуниверситет) за поддержку и внимание.
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