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СУЩЕСТВОВАНИЕ ТОЧНЫХ НЕАВТОМОДЕЛЬНЫХ

РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ut = ∇ ·
(

uλ∇u
)

Г.А.Рудых

Настоящая статья примыкает к исследованиям [1-7] и посвящена конструк-

тивному построению точных неавтомодельных, анизотропных по пространствен-

ным переменным, явных неотрицательных решений многомерного уравнения

нелинейной диффузии

ut = ∇ · (uλ∇u), u = u(x, t) : Ω ×<+ → <+,x ∈ <n, (1)

в виде "конечных сумм" [8], где Ω ⊂ <n - область; <+ = (0,∞); u(x, t) ≥ 0-

температура среды; λ ∈ <\{0}. Уравнение (1) встречается во многих приклад-

ных задачах [9] и принадлежит классу, так называемых, неявно вырождаю-

щихся параболических уравнений [10, 11]. В работе предлагается и исследуется

нетривиальная конструкция [5–7]

u(x, t) =

[

λ [Z1(x, t)]p
+

+ λZ2(x, t)

]1/λ

+

, (2)

точного неотрицательного решения уравнения (1), которое, в зависимости от

параметра нелинейной среды λ ∈ <\{0}, описывает [11, c.136–138]различные

процессы распространения тепла и диффузии, где

Zk(x, t) =
1

2
(x, Ak(t)x) + (x,Bk(t)) + Ck(t), (3)

x ∈ <n; Ak(t) = [akij(t)] - вещественные симметричные матрицы n×n; Bk(t) =

(bk1(t), ..., bkn(t))′ - вектор-столбцы; Ck(t) - скалярные функции; akij(t), bki(t), Ck(t) ∈

C1(<+
) - вещественные функции; k = 1, 2; i, j = 1, 2, ..., n; (·, ·)- скалярное про-

изведение в <n; [·]+ = max{[·], 0}; p ∈ <\{0}.



В итоге, после подстановки выражения (2) с учетом (3) в уравнение (1) и с

использованием результатов работы [12, c.177-209], приходим к исследованию

переопределенной (число уравнений превосходит число искомых функций) си-

стемы алгебро-дифференциальных уравнений (АДУ) [5–7]:

Ȧ2 = 2A2

2 + λ(trA2)A2, A2(t)|t=0 = A2(0),

Ḃ2 = 2A2B2 + λ(trA2)B2, B2(t)|t=0 = B2(0),

Ċ2 = |B2|2 + λ(trA2)C2, C2(t)|t=0 = C2(0),

Ȧ1 = 4A1A2 + τ(trA2)A1 + σ(trA1)A2, A1(t)|t=0 = A1(0), (4)

Ḃ1 = 2(A1B2 + A2B1) + τ(trA2)B1 + σ(trA1)B2, B1(t)|t=0 = B1(0),

Ċ1 = 2(B1,B2) + τ(trA2)C1 + σ(trA1)C2, C1(t)|t=0 = C1(0),

λ(trA1)A1 + 2ξA2

1 = 0, λ(trA1)B1 + 2ξA1B1 = 0, λ(trA1)C1 + ξ|B1|2 = 0, (5)

где σ = pλ/ξ; τ = λ/p; p, λ, ξ ∈ <\{0}; ξ = p(λ + 1) − λ; trAk =
n
∑

i=1

akii(t) - след

матрицы k(t); k = 1, 2.

Имеет место следующий, основополагающий, результат.

Теорема 1. Пусть заданы вещественные симметричные матрицы A1(0), A2(0) ∈

Mn(<), обладающие свойством коммутации A1(0)A2(0) = A2(0)A1(0), вектор-

столбцы B1(0),B2(0) ∈ Mn,1(<) и скаляры C1(0), C2(0) ∈ <. Пусть z(t) и u(t)-

соответственно вещественные решения задачи Коши

ż(t) =
n
∏

l=1

[1 − 2dl(0)z(t)]−λ/2, z(0) = 0, ż(t) =
d

dt
z(t),

и линейного интегрального уравнения Вольтерра второго рода

u0(t) = σ
∫ t

0

K0(t, η)u0(η)dη + f0(t),

с ядром K0(t, η) и свободным членом f0(t) вида

K0(t, η) = ż(η)tr[Q2(t)Q−1(η)D(0)], f0(t) = tr[Q2(t)Λ(0)].



Тогда существует вещественное решение матрично-векторно-скалярной за-

дачи Коши (4), определяемое формулами

A2(t) = ż(t)SQ(t)D(0)S ′ = ż(t)SQ(t)S ′A2(0), B2(t) = ż(t)SQ(t)S ′
B2(0),

C2(t) = ż(t) [C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))] ,

A1(t) = [ż(t)]
1

p

+S

[

σ
∫ t

0

ż(η)u0(η)Q−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t)S ′,

B1(t) = [ż(t)]
1

p

+SQ(t)

[

σ
(
∫ t

0

ż(η)u0(η)Q−1(η)dη
)

Q(t)S ′
B2(0)+

+2z(t)Q(t)Λ(0)S ′
B2(0) + S ′

B1(0)

]

,

C1(t) = [ż(t)]
1

p

+

[

C1(0) + 2z(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))+

+2z2(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+σ
(
∫ t

0

ż(η)u0(η)dη
)

[C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))+

+z(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2] − σ

(
∫ t

0

z(η)ż(η)u0(η)dη
)

|Q(t)S ′
B2(0)|2

]

.

Помимо этого, A1(t), A2(t)- вещественные симметричные матрицы, соответ-

ственно, для всех t ∈ domainA1(t), t ∈ domainA2(t) и

v(t) = trA2(t) = ż(t)tr (Q(t)D(0)) = ż(t)
n
∑

k=1

dk(0)

1 − 2dk(0)z(t)
,

Q(t) = diag

[

[1 − 2d1(0)z(t)]−1, . . . , [1 − 2dn(0)z(t)]−1

]

= (I − 2z(t)D(0))−1,

z̈(t) = λv(t)ż(t), ż(0) = 1, z(0) = 0,

где D(0) = diag[d1(0), . . . , dn(0)]; dl(0) ∈ <- собственные значения матрицы

A2(0); S ∈ Mn(<)- произвольная ортогональная матрица; Λ(0) = S ′A1(0)S; D(0) =

S ′A2(0)S; u0(t) = u(t)[ż(t)]
−1/p
+ ; u(t) = trA1(t).



Замечание 1. Если ввести в рассмотрение матрицы Λ(t) = diag[λ1(t),

. . . , λn(t)], D(t) = diag[d1(t), ..., dn(t)] с вещественными собственными значения-

ми вида

λk(t) =

[

σdk(t)
∫ t

0

[1 − 2dk(0)z(η)][ż(η)]1−
1

p u(η)dη + λk(0)

]

×

×[1 − 2dk(0)z(t)]−2[ż(t)]
1

p , dk(t) =
dk(0)

1 − 2dk(0)z(t)
ż(t), (k = 1, 2, . . . , n),

то A2(t) = SD(t)S ′, D(t) = ż(t)Q(t)D(0) и

A1(t) = SΛ(t)S ′, Λ(t) = [ż(t)]
1

p

[

σ
∫ t

0

[ż(η)]1−
1

p u(η)Q−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t).

Исследование задачи Коши для системы АДУ (4), (5) распадается на два

непересекающихся случая: p 6= 2 и p = 2. Например, с учетом теоремы 1,

справедлив следующий результат.

Теорема 2. Пусть p = 2 и заданы вещественные симметричные матри-

цы A1(0), A2(0) ∈ Mn(<) со свойством коммутации A1(0)A2(0) = A2(0)A1(0),

вектор-столбцы B1(0),B2(0) ∈ Mn,1(<), и скаляры C1(0), C2(0) ∈ <, определяе-

мые посредством формул

B2(0) =
1

λ(0)
SD(0)S ′

B1(0), C1(0) =
1

2λ(0)
|S ′

B1(0)|2 =
1

2λ(0)
|B1(0)|2,

C2(0) =
1

2λ2(0)
(S ′

B1(0), D(0)S ′
B1(0)) =

1

2λ(0)
(B1(0),B2(0)) .

Пусть z(t) - вещественное решение задачи Коши

ż(t) =
m
∏

k=1

[1 − 2dk(0)z(t)]
2

m+2 , z(0) = 0, m ∈ {1, 2, . . . , n}.

Тогда задача Коши (4), нагруженная алгебраическими уравнениями (5) обла-

дает вещественным решением

A2(t) = ż(t)SQ(t)D(0)S ′ = ż(t)SQ(t)S ′A2(0),

B2(t) = ż(t)SQ(t)S ′
B2(0) =

1

λ(0)
ż(t)SQ(t)D(0)S ′

B1(0) =
1

λ(0)
A2(t)B1(0),



C2(t) = ż(t)C2(0) + z(t) (B2(0),B2(t)) =

=
1

2λ2(0)
ż(t) (SQ(t)D(0)S ′

B1(0),B1(0)) =
1

2λ2(0)
(A2(t)B1(0),B1(0)) ,

A1(t) = λ(0)[ż(t)]
1/2

+ SEmS ′ = [ż(t)]
1/2

+ A1(0),

B1(t) = [ż(t)]
1/2

+ [SQ(t)S ′
B1(0) − 2λ(0)z(t)SQ(t)S ′

B2(0)] = [ż(t)]
1/2

+ B1(0),

C1(t) = [ż(t)]
1/2

+

[

C1(0) − 4λ(0)z(t)C2(0) + 2z(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))−

−4λ(0)z2(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))

]

=
1

2λ(0)
[ż(t)]

1/2

+ |B1(0)|2, λ(0) ∈ <\{0}.

Помимо этого, A1(t), A2(t)− вещественные симметричные матрицы, соот-

ветственно, для всех t ∈ domainA1(t), t ∈ domainA2(t) и

Q(t) = diag
[

[1 − 2d1(0)z(t)]−1, . . . , [1 − 2dm(0)z(t)]−1, 1, . . . , 1
]

,

v(t) = −m + 2

4

d

dt
ln |ż(t)|, u(t) = λ(0)m[ż(t)]

1/p
+ ,

где D(0) = diag[d1(0), . . . , dm(0), 0, . . . , 0]; dk(0) ∈ <\{0}- собственные значения

матрицы A2(0); rankA1(t) = m = −2ξ/λ; k = 1, 2, . . . , m; u(t)- решение линейно-

го интегрального уравнения Вольтерра второго рода

u(t) = σ
∫ t

0

K(t, η)u(η)dη + f(t), σ =
λp

ξ
,

с ядром K(t, η) и свободным членом f(t) вида

K(t, η) =

[

ż(t)

ż(η)

]1/p

ż(η)tr[Q2(t)Q−1(η)D(0)], f(t) = [ż(t)]1/ptr[Λ(0)Q2(t)].

Рассмотрим уравнение

ut = ∆ ln u, u = u(x, t) : Ω × <+ → <+,x ∈ <n, (6)

которое при n = 2 является особым с точки зрения групповой теории, так

как в этом случае группа Ли допустимых преобразований является бесконеч-

номерной [13] и, согласно общепринятой терминологии, называется предельным

уравнением быстрой диффузии.



Пример 1. Уравнение (6) (n = 2) имеет точное неавтомодельное, анизо-

тропное по пространственным переменным, явное неотрицательное решение

u(x, y, t) =

[

4cn(Ωt, k)

[

γ2 + µ2

4σ

(

1 + sn(Ωt, k)
)

(x2 + y2)2+

+4γ
(

1 − sn(Ωt, k)
)

xy +

(

Ω − 2µ
(

1 − sn(Ωt, k)
)

)

y2+

+

(

Ω + 2µ
(

1 − sn(Ωt, k)
)

)

x2 + 4σ
(

1 + sn(Ωt, k)
)

]

−1]

+

, σ ∈ <\{0},

где sn(Ωt, k), cn(Ωt, k) - эллиптические синус, косинус Якоби [14] с модулем

k =

√

√

√

√

A2 − 32(γ2 + µ2)

A2 + 32(γ2 + µ2)
; A2 ≥ 32(γ2 + µ2); Ω =

1

2

√

A2 + 32(γ2 + µ2);

A, γ, µ ∈ <. При A2 = 32(γ2 + µ2) эллиптические синус и косинус Якоби

вырождаются в тригонометрические функции. В этом случае имеем

u(x, y, t) =

[

4cos(ωt)

[

ω2

16σ

(

1 + sin(ωt)
)

(x2 + y2)2 +

(

ω2 + 2µ
(

1 − sin(ωt)
)

)

x2+

+4γ
(

1 − sin(ωt)
)

xy +

(

ω2 − 2µ
(

1 − sin(ωt)
)

)

y2 + 4σ
(

1 + sin(ωt)
)

]

−1]

+

,

где ω = 4
√

γ2 + µ2; σ, γ, µ ∈ <; σ 6= 0.

Пример 2. Уравнение нелинейной диффузии (6) при n = 3 обладает точ-

ным неавтомодельным, анизотропным по пространственным переменным, яв-

ным неотрицательным решением

u(x, y, z, t) =

[

2 sn(mt, k) cn(mt, k)

dn(mt, k)

[

mx2 − 2c6

k

sn2(mt, k)

cn2(mt, k)
− 2c3

k
x−

− sn2(mt, k)

dn2(mt, k)

(

c1

m
y2 + 2c4ky

)

+ sn2(mt, k)
(

mz2 − 2c5

k
z
)

+ (7)

+
1

m cn2(mt, k)

(

c2
3

k2
− c2

4

sn2(mt, k)

dn2(mt, k)
− c2

5

k2
sn4(mt, k)

)]

−1]

+

,

где m =
√

c2 − c1; sn(mt, k), cn(mt, k), dn(mt, k) - соответственно эллиптиче-

ский синус, эллиптический косинус и дельта амплитуда Якоби с модулем k =

√
c2/m; ci ∈ <; c2 > c1; c2 ≥ 0; i = 1, 2, . . . , 6.



Рассмотрим случаи вырождения эллиптических функций в тригонометриче-

ские и гиперболические. Если c2 = 0, тогда k = 0 и из формулы (7), в пределе,

получим точное решение в тригонометрических функциях

u(x, y, z, t) =

[

2 sin(wt) cos(wt)

[

wx2 − 2c3x +
c2
3

w cos2(wt)
− 2c6 tg2(wt)+

+ sin2(wt)
(

wy2 − 2c4y + wz2 − 2c5z
)

− (c2
4 + c2

5)

w

sin4(wt)

cos2(wt)

]

−1]

+

, (8)

где w =
√−c1. Отметим, что если c1 = −1, c3 = c4 = c5 = c6 = 0, то из (8)

следует решение

u(x, y, z, t) =

[

2 sin t cos t

x2 + sin2 t(y2 + z2)

]

+

,

приведенное в [3]. Полагая c1 = 0, получим k = 1 и из выражения (7) вытекает

точное решение в гиперболических функциях

u(x, y, z, t) =

[

th(vt)

[

vx2 − 2c3x − 2c4 sh2(vt)y + th2(vt)
(

vz2 − 2c5z
)

+ (9)

+
c2
3

v
ch2(vt) − c2

4

v
sh2(vt) ch2(vt) − c2

5

v

sh4(vt)

ch2(vt)
− 2c6 sh2(vt)

]

−1]

+

,

которое является довольно интересным, так как при c4 = 0 оно вырождается в

двумерное, где v =
√

c2. Например, если c2 = 1, c3 = c4 = c5 = 0, c6 = −1/2, то

из (9) следует точное решение уравнения (6) при n = 2. Итак имеем

u(x, y, t) =

[

2 th t

x2 + y2 th2 t + sh2 t

]

+

.

Методы исследования переопределенных систем АДУ и систем эволюцион-

ных уравнений, нагруженных дифференциальными связями, обсуждались в

[15–18]. Наконец, отметим, что переопределенные системы АДУ возникают во

многих прикладных задачах, например, при математическом моделировании

процессов химической кинетики с учетом диффузии и теплопроводности [19]

(см. также [8]).
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УДК 517.956+517.958

СУЩЕСТВОВАНИЕ ТОЧНЫХ НЕАВТОМОДЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ

УРАВНЕНИЯ ut = ∇ ·
(

uλ∇u
)

Г.А.Рудых

Предлагается и исследуется нетривиальная конструкция точного неотри-

цательного решения многомерного уравнения нелинейной диффузии в виде

"конечной суммы". После подстановки предъявленной конструкции в исход-

ное уравнение приходим к исследованию системы алгебро-дифференциальных

уравнений (АДУ), которая является переопределенной (число уравнений пре-

восходит число искомых функций). Так как переопределенные системы урав-

нений могут вообще не иметь решений, то доказано, что полученная система

АДУ имеет решения отличные от тривиального. На основе этого результата

построены точные неавтомодельные анизотропные по пространственным пере-

менным явные неотрицательные решения как класса уравнений пористой среды

(нестационарной фильтрации), так и класса уравнений быстрой диффузии. В

частности, в последний класс укладывается, так называемое, предельное урав-

нение быстрой диффузии. В основном, полученные в работе точные неотрица-

тельные решения, отмеченных выше уравнений, не являются инвариантными с

точки зрения групп точечных преобразований и групп Ли-Беклунда.
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EXISTENCE OF EXACT NON SELF-SIMILAR SOLUTIONS OF EQUATION

ut = ∇ ·
(

uλ∇u
)

Rudykh G.A.

The nontrivial construction of exact nonnegative solution of multidimensional

equation of the nonlinear diffusion in the form "finite sum "is proposed and investi-

gated. After substitution of produced construction to the initial equation we come

to research of the system of algebro-differential equations (ADE) that is overdeter-

mined (the number of equations exceeds the number of desired functions). Because

the overdetermined system of equations is not solvabale, then it is proved that the

obtained system of ADE posseses the other solutions than are nontrivial ones. On

the basis of this result the exact non self-similar anizotropic over spatial variables

explicit nonnegative solutions both of the class equations of porous medium (non-

stationary filtration) and the class of equations of fast diffusion are constructed.

In particular this class includes so-called limit equation of fast diffusion. Basically,

obtained exact nonnegative solutions for above equations are not invariant in view

of the groups of point-wise transformations and Lee-Baklund’s groups.
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