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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

I. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
1. ПОНЯТИЕ ПОРВООБРАЗНОЙ ФУНКЦИИ И НЕОПРЕ-

ДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА.  
1.1. Первообразная и неопределенный интеграл. 

Задача определения закона движения материальной точки, если извест-

на скорость прямолинейного движения этой точки )(tvv = является обратной 

к задаче определения скорости материальной точки при известном законе 

)(tss = прямолинейного движения этой материальной точки. Поскольку ско-

рость )(tvv =  материальной точки определяется как производная по времени 

от закона движения:  )(tsv ′= , то естественно законом  движения материаль-

ной точки при известной скорости ее движения будет такая функция , для ко-

торой vts =′ )( .  

Определение. Функция )(xF  называется первообразной функцией для 

данной функции )(xf  на заданном промежутке, если на нем )()( tfxF =′ . 

Пример 1.1. 3)( xxF =   –  первообразная для функции 23)( xxf =  для 

любых х, так как 23 3)( xx =′ . 

Пример 1.2. xxF 3cos
3
1)( =  – первообразная для функции xxf 3sin)( =  

для любых x . 

Пример 1.3. 
21

1)(
x

xF
−

=  – первообразная для функции  

xxf arcsin)( =  для любых ]1;1[−∈x . 
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Теорема. Если  )(1 xF  и )(2 xF  – первообразные для функции )(xf  в не-

котором промежутке X , то найдется такое число С, что CxFxF =− )()( 12  

Доказательство. Пусть )()(1 xfxF =′  и )()(2 xfxF =′  для любых Xx∈ . 

Так как  ( ) CxfxfxFxF ′==−=′− 0)()()()( 21 , то CxFxF =− )()( 21 . 

Замечание. Операция нахождения первообразной неоднозначна и воз-

можна с точностью до некоторого постоянного слагаемого. 

Определение. Выражение CxF +)( , где )(xF  – первообразная функ-

ции )(xf , C   – некоторая постоянная, называется неопределенным инте-

гралом от )(xf  и обозначается ∫ dxxf )( ; то есть ∫ += CxFdxxf )()( , если 

)()( xfxF =′ , C   – некоторая постоянная. 

Здесь 

∫ – знак интеграла, dxxf )(  – подынтегральное выражение , )(xf  – 

подынтегральная функция, x –  переменная интегрирования. 

Теорема. Если функция )(xf  непрерывна на ],[ ba , то на нем сущест-

вует первообразная для )(xf . 

1.2. Свойства неопределенного интеграла. 

1. ( ) )()( xfdxxf =
′

∫ , 

2. ( ) dxxfdxxfd )()( =∫ , 

3. ∫ +=′ CxFdxxF )()(  или ( )∫ += CxFxFd )()( , 

4. ∫ ∫ ∈= RAdxxfAdxxAf ,)()( , 

5. ( )∫ ∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

1.3. Таблица основных интегралов. 
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2. ∫ +
+

=
+

C
n
xdxx

n
n

1

1

, 1−≠n , 

3. ∫ += Cx
x

dx ||ln , 0≠x , 

4. ∫ +⋅= C
a

a
n

dxa
nx

nx

ln
1 , 1,0 ≠> aa ,  

5. ∫ +⋅= Ce
n

dxe nxnx 1 , 

6. ∫ +⋅−= Cax
a

dxax cos1sin ,  

7. ∫ +⋅= Cax
a

dxax sin1cos ,  

8. nxCaxtg
aax

dx
π

π
+≠+⋅=∫ 2

,1
cos2 , 

9. nxCaxctg
aax

dx
π≠+⋅−=∫ ,1

sin 2 ,  

10. ∫









+⋅−

+⋅
=

+ ,1

,1

22
C

a
xarcctg

a

C
a
xarctg

a
ax

dx  

11.  ∫









<+−

<+
=

− ,||,arccos

,||,arcsin

22
axC

a
x

axC
a
x

xa
dx  

12.  axCaxx
ax

dx
>+±+=

±
∫ ||,||ln 2

2
, 

13.  ∫ ≠+
+
−

⋅=
−

axC
ax
ax

aax
dx ||,ln

2
1

22 , 

14.  Caxch
a

dxaxsh +⋅=∫
1 , 

15.  Caxsh
a

dxaxch +⋅=∫
1 , 
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16.  ∫ +⋅= Caxth
aaxch

dx 1
2 , 

17. ∫ +⋅−= Caxcth
aaxsh

dx 1
2 . 

 

2. ОСНОВНЫЕ СПОСОБЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ.  
2.1. Интегрирование с использованием основных формул (таблич-

ное интегрирование). 

В простейшем случае, когда заданный интеграл представляет одну из 

формул интегрирования, задача нахождения интеграла сводится к простому 

применению соответствующей формулы. 

Пример. 2.1. Найти интеграл ∫ dxx3 . 

Решение. Так как 3
1

3 xx = , то, применяя формулу 1 при 
3
1

=n , получим 

CxCxCxdxxdxx +=+=+
+

==
+

∫∫ 3 4
3
41

3
1

3
1

3

4
3

3
41

3
1 . 

Пример 2.2. Найти интеграл ∫ dxx5 . 

Решение. По формуле при 5=a , 1=n  получаем 

Cdx
x

x +=∫ 5ln
55 . 

Пример 2.3. Найти интеграл ∫ + 29 x
dx . 

Решение. Применяя формулу 9 при 3=a  получим 
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Cxarctg
x

dx
+=

+∫ 33
1

9 2 . 

Пример 2.4. Найти интеграл ∫
− 24 x

dx . 

Решение. По формуле 10 при 2=a  получаем Cx
x

dx
+=

−
∫ 2

arcsin
4 2

. 

Пример 2.5. Найти интеграл ∫
+ 52x

dx . 

Решение. Используя формулу 11 при 5=a  получим 

 Cxx
x
dx

+++=
+

∫ 5ln
5

2
2

. 

Пример 2.6. Найти интеграл ∫ − 42x
dx . 

Решение. По формуле 12 при 2=a  получаем  

C
x
xC

x
x

x
dx

+
+
−

=+
+
−

⋅
=

−∫ 2
2ln

4
1

2
2ln

22
1

42 . 

Пример 2.7. Найти интеграл ∫ x
dx
3

. 

Решение. Поскольку 2
1

3
11

3
1

3
1 −

=⋅= x
xx

, то, применяя формулу 1 

при 
2
1

−=n  и линейные свойства интеграла, получим  

CxCxdxxdxx
x

dx
+=+⋅=== ∫∫∫

−−

3
2

2
13

1
3

1
3

1
3

2
1

2
1

2
1

. 
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2.2. Интегрирование при помощи тождественных преобразований 

подынтегральной функции. 

Этот способ заключается в следующем: используя простейшие тожде-

ственные преобразования подынтегральной функции и свойства интегралов 

прежний интеграл преобразуется в табличный интеграл (или в линейную 

комбинацию табличных интегралов). 

Пример 2.8. Найти ∫ +− dxxx )135( 24 . 

Решение: 

∫∫ ∫∫∫ ∫∫ =+−=+−=+− dxdxxdxxdxdxxdxxdxxx 242424 35135)135(  

CxxxCxxx
++−=++⋅−⋅= 35

35

3
3

5
5 . 

Пример 2.9. Найти ∫
+− dx

x
xx
2

56 1 . 

Решение: 

C
x

xxdx
x

dxxdxxdx
x

xxdx
x
xx

+−−=+−=





 +−=

+−
∫∫∫∫∫

1
45

111 45

2
34

2
34

2

56

. 

Пример 2.10. Найти ( )∫ − dxxx
23 . 

Решение: 

( ) ( )( ) ∫∫∫ =









+−=+−=− dxxxxdxxxxxdxxx 3

2
6
5

23323 22  

Cxxxdxxdxxdxx +⋅+⋅−=+−= ∫∫∫ 3
5

6
112

3
2

6
5

5
3

11
12

2
2 . 
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Пример 2.11. Найти ∫ +
+ dx

x
x

4
6

2

2

. 

Решение: 

∫ ∫∫∫∫ ++=
+

+=







+
+=

+
++

=
+
+ Cxarctgx

x
dxdxdx

x
dx

x
xdx

x
x

24
2

4
21

4
24

4
6

222

2

2

2

. 

2.3. Интегрирование заменой переменной (или метод подстанов-

ки). 

Теорема. Пусть функция  )(tx ϕ=  имеет непрерывную производную 

)(tϕ ′  и обратную функцию )(xt ψ= . Тогда справедливо равенство 

∫ ∫ ′= dtttfdxxf )()]([)( ϕϕ . 

Доказательство. Для доказательства найдем производные обеих час-

тей равенства ∫∫ ′= dtttfdxxf )()]([)( ϕϕ . 

Производная левого интеграла равна 

( ) )()(
'

xfdxxf
x

=∫ . 

Производную правого интеграла найдем по правилу дифференцирова-

ния сложной функции с промежуточным аргументом t . Учитывая, что про-

изводная обратной функции равна 

)(
11

tx
t

t
x ϕ ′

=
′

=′ , где 0)( ≠′ tϕ , 

получим 

 

( ) ( ) )()]([
)(

1)()]([)()](([)()](([ xftf
t

ttftdtttfdtttf xtx
==

′
′=′⋅′′=′′ ∫∫ ϕ

ϕ
ϕϕϕϕϕϕ . 

 

Так как производные левой и правой частей равенства 

∫∫ ′= dtttfdxxf )()]([)( ϕϕ равны, то интегралы ∫ dxxf )( и ∫ ′ dtttf )()]([ ϕϕ  оп-
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ределяют одно и то же множество первообразных. Следовательно равенство 

∫∫ ′= dtttfdxxf )()]([)( ϕϕ  справедливо. 

Замечание.  Функцию )(tϕ  на практике выбирают так, чтобы инте-

грал в правой части равенства ∫∫ ′= dtttfdxxf )()]([)( ϕϕ  оказался более про-

стым в сравнении с интегралом в левой части этого равенства. 

Пример 2.12. Найти интеграл ∫ dx
x

e x

. 

Решение. Произведем следующую замену переменной интегрирования: 

положим 2tx = . Тогда tx = , dttdtttddx 2)()( 22 =⋅′==  и интеграл ∫ dx
x

e x
 

преобразуется следующим образом: 

∫ ∫ ∫∫ +==== Cedtedtedtt
t
edx

x
e ttt

tx

2222 . 

Так как tx =  (это следует из замены переменной), то. Возвращаясь к 

переменной x , получим Cedx
x

e x
x

+=∫ 2 . 

Пример 2.13. Найти интеграл ∫ + dxx 3 . 

Решение. 

=+=+==








=′−=−=
=+

=+ ∫∫ CttCtdtt
dtdttdxtxтогда

txпеременнойзамена
dxx

3
2

3
2

)3(,3
.3:

3 2
3

 

Cxx +++= 3)3(
3
2 . 

Пример 2.14. Найти интеграл ∫ dx
x

x3ln . 

Решение. 

∫ ∫∫ =+===








==

=
= Ctdttdte

e
t

dtedxexтогда

txпеременнойзамена
dx

x
x t

ttt
43

33

4
1

..

.ln:ln  
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Cx += ln
4
1 . 

2.4. Интегрирование по частям. 

 

Пусть функции )(xuu =  и )(xvv =  имеют непрерывные производные 

)(xu′  и )(xv′ . Тогда, по правилу дифференцирования произведения, будем 

иметь 

[ ] )()()()()()( xvxuxvxuxvxu ′+′=′ . 

Это равенство показывает, что произведение данных функций )()( xvxu  

является первообразной для суммы )()()()( xvxuxvxu ′+′  и, следовательно, 

[ ] Cxvxudxxvxuxvxu +=′+′∫ )()()()()()( . 

Отсюда, используя линейное свойство интеграла, получим 

Cdxxvxuxvxudxxvxu +′−=′ ∫∫ )()()()()()( . 

Так как по определению дифференциала 

dvdxxv =′ )( , dudxxu =′ )( , 

то полученное равенство можно записать короче 

Cduvvudvu +−= ∫∫ , 

или 

∫∫ −= duvvudvu , 

считая, что постояннаяC  включена в один из неопределенных интегралов. 

 

При применении формулы интегрирования по частям  

∫∫ −= duvvudvu  

подынтегральное выражение dxxf )(  разбивают на два множителя (две час-

ти) u  и dv  из которых находят недостающие части формулы  ,а именно, из u   

находится  du , а из dv  находится  v . Разбиение подынтегрального выраже-
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ния на две части производится таким образом, чтобы  полученный инте-

грал ∫ duv  оказался проще первоначального ∫ dvu .  

Пример 2.15. Найти интеграл ∫ dxxln . 

Решение. Разобьем подынтегральное выражение dxxln  на две части 

следующим образом: xu ln= , dxdv = . Тогда 
x

dxdxxdu =′= )(ln , а xv =  (как 

первообразная для функции v , находящейся под знаком дифференциала в 

выражении dv ). Далее, используя формулу дифференцирования по частям, 

получим 

Cxxxdxxx
x

dxxxxdxx +−=−=⋅−= ∫∫ ∫ lnlnlnln . 

Пример 2.16. Найти интеграл ∫ dxex x . 

Решение. Разобьем подынтегральное выражение на части: xu = , 

dxedv x= . Тогда dxdu = , xev = . Затем, используя формулу интегрирования 

по частям, получим 

Ceexdxeexdxex xxxxx +−=−= ∫∫ . 

Пример 2.17. Найти интеграл ∫ dxxarctg . 

Решение. Разобьем подынтегральное выражение на части: xarctgu = , 

dxdv = . Тогда dx
x

du 21
1

+
= , xv = . Следовательно,  согласно формуле интег-

рирования по частям, 

∫∫ +
−⋅= dx

x
xxxarctgdxxarctg 21

1 . 

Получившийся интеграл ∫ +
dx

x
x 21

1  найдем методом подстановки (при 

помощи замены переменной интегрирования): 

=
−

⋅⋅−=














−
=−=

=+
=

+ ∫∫ dt
tt

t
dt

t
dxtxтогда

txзамена
dx

x
x

12
111

.
12

1,1

.1:

1
1

2

2  
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CxCt
t
dt

++=+== ∫ )1ln(
2
1ln

2
1

2
1 2 . 

Таким образом Cxxxarctgdxxarctg ++−⋅=∫ )1ln(
2
1 2 . 

Пример 2.18. Найти интеграл ∫ dxxx cos2 . 

Решение. Проинтегрируем по частям. 

∫∫ ⋅−=
















=⇒=
=⇒== dxxxxx

xvdxxdv
dxxduxu

частямпо

dxxx 2sinsin
sincos
,2

:

cos 222 . 

Получившийся интеграл найдем интегрированием по частям. 

=+−=
















−=⇒=
=⇒===⋅ ∫∫∫ dxxxx

xvdxxdv
dxduxu

частямпо
dxxxdxxx cos2cos2

cossin
,22

:
sin22sin

 

Cxxx ++−= sin2cos2 . 

Следовательно 

( ) CxxxxxCxxxxxdxxx +−+=++−−=∫ sin2cos2sinsin2cos2sincos 222 . 

Пример 2.19. Найти интеграл ∫ dxxe x 3sin2 . 

Решение. 

∫∫ +−=

























−=⇒=

=⇒== dxxexe

xvdxxdv

dxedueu

частямпо

dxxe xxxxx 3cos
3
23cos

3
1

.3cos
3
13sin

,2

:

3sin 22222 . 

Получившийся интеграл ∫ dxxe x 3cos
3
2 2  найдем интегрированием по частям, 

разбивая на части аналогично разбиению на части исходного интеграла 

∫ dxxe x 3sin2 . 
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∫∫ −=





























=⇒=

=⇒== dxxexe

xvdxxdv

dxedueu

частямпо

dxxe xxxxx 3sin
9
43sin

9
2

.3sin
3
13cos

,
3
4

3
2

:

3cos
3
2 22222 . 

Таким образом получим 

=−+−= ∫∫ dxxexexedxxe xxxx 3sin
9
43sin

9
23cos

3
13sin 2222  

∫−+−= dxxexexe xxx 3sin
9
43sin

9
23cos

3
1 222 . 

Далее, решая полученное уравнение 

∫∫ −+−= dxxexexedxxe xxxx 3sin
9
43sin

9
23cos

3
13sin 2222  

относительно неизвестного ∫ dxxe x 3sin2  получим следующую цепочку ра-

венств 

xexedxxedxxe xxxx 3sin
9
23cos

3
13sin

9
43sin 2222 +−=+∫ ∫ , 

xexedxxe xxx 3sin
9
23cos

3
13sin

9
41 222 +−=






 + ∫ , 

9
3sin23cos33sin

9
13 22

2 xexedxxe
xx

x +−
=∫ , 

13
9

9
3sin23cos33sin

22
2 ⋅

+−
=∫

xexedxxe
xx

x . 

Таким образом 
13

3sin23cos33sin
22

2 xexedxxe
xx

x +−
=∫ , 
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или ( )xxedxxe
x

x 3cos33sin2
13

3sin
2

2 −=∫ . 

 

Замечание.  

1. В интегралах вида ∫ dxex axn , ∫ dxaxxn )sin( , ∫ dxaxxn )cos(  рекомен-

дуется подынтегральное выражение разбивать на части таким образом, 

чтобы nxu = ;  

2. В интегралах вида ∫ dxxx kn ln , ∫ dxaxxn )arcsin( , ∫ dxaxxn )arccos( , 

∫ dxaxarctgxn )( , ∫ dxaxarcctgxn )(  рекомендуется подынтегральное выраже-

ние разбивать на части таким образом, чтобы dxxdv n= . (Здесь nka ,,  – 

действительные числа.) 

3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДРОБНО-РАЦИОНАЛЬНЫХ 

ФУНКЦИЙ. 

3.1. Понятие рациональной дроби. 

Определение. Дробно-рациональной функцией (или рациональной 

дробью) называют отношение двух многочленов. 

Определение. Рациональную дробь называют правильной, если сте-

пень многочлена, находящегося в числителе, меньше степени многочлена, на-

ходящегося в знаменателе; Рациональную дробь называют неправильной, 

если степень многочлена, находящегося в числителе, больше степени много-

члена, находящегося в знаменателе. 

Пример 3.1.  

2
23

x
x + , 

x
2 , 

8
1

6 +−
+
xx

x  – правильные рациональные дроби; 
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13

2

+x
x , 

x
x

5
13 − , 

x
x

−
+

3
5   – неправильные рациональные дроби. 

Утверждение 1. Любую неправильную рациональную дробь можно 

представить в виде суммы целой части и правильной рациональной дроби 

(непосредственным делением числителя на знаменатель). 

Пример 3.2. Рассмотрим дробь 
2
1

2

34

−+
+−

xx
xx . 

Разделим 134 +− xx  на 22 −+ xx . Деление будем производить «стол-

биком»: 

98

844

124_

222

122_

422

21_

2

2

23

23

2234

234

+−

−+

+−

+−−

++−

+−−+

−++−

x
xx

xx

xxx

xx

xxxxx

xxxx

 

В результате деления 134 +− xx  на 22 −+ xx  получим  

2
9842

2
1

2
2

2

34

−+
+−

++−=
−+
+−

xx
xxx

xx
xx . 

Определение. Рациональные дроби следующих типов: 

1) 
ax

A
−

,                                         2) K,3,2,
)(

=
−

k
ax

A
k , 

 3) 
qpxx

NMx
++

+
2 ,                              4) K,3,2,

)( 2 =
++

+ l
qpxx

NMx
l   



17 
 

где qpaNVA ,,,,,   – действительные числа, qpxx ++2  не имеет дейст-

вительных корней называют простейшими рациональными дробями. 

Теорема. Пусть 
)(
)(

xQ
xP   – правильная рациональная дробь, в которой 

)(xP  и )(xQ   – многочлены аргумента x , и многочлен )(xQ  представим в 

виде lk qpxxaxxQ )()()( 2 ++−=  , KK ,2,1,0,,2,1,0 == lk . Тогда дробь 

)(
)(

xQ
xP  разлагается единственным образом на сумму конечного числа про-

стейших дробей по правилу 

+
−

++
−

+
−

= k
k

ax
A

ax
A

ax
A

xQ
xP

)()()(
)(

2
21 L  

l
ll

qpxx
NxM

qpxx
NxM

qpxx
NxM

)()( 222
22

2
11

++
+

++
++

+
+

++
+

+ L , 

где llk NNNMMMAAA ,,,,,,,,,,, 212121 KKK  – действительные числа, 

которые можно найти методом неопределенных коэффициентов. 

Замечание. Эта теорема имеет обобщение на случай представления много-

члена )(xQ  в виде произведения нескольких линейных множителей и несколь-

ких квадратичных множителей со своими степенями. 

Пример3.3. Разложить дробь 
122

12
23 +++
+

xxx
x  на сумму простейших дробей. 

Решение. Разлагаем знаменатель рассматриваемой дроби на множители: 

)1)(1(122 223 +++==++ xxxxxx . 

Тогда, используя теорему, данная дробь разложится на сумму простейших 

дробей следующим образом: 
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11)1)(1(
12

122
12

2223 ++
+

+
+

=
+++

+
=

+++
+

xx
CBx

x
A

xxx
x

xxx
x . 

Далее используем метод неопределенных коэффициентов для нахождения 

чисел CBA ,, : 

1) в получившемся равенстве приведем левую и правую части к общему 

знаменателю –  
)1)(1(

)1()1(
)1)(1(

32
2

2

2 +++
+++++

=
+++

+
xxx

CBxxxxA
xxx

x ; 

2) для того, чтобы последнее равенство стало тождеством приравниваем 

числители левой и правой дробей этого равенства. Получаем   

CBxxxxAx +++++=+ )1()1(32 2 . 

После перегруппировки в правой части получим 

)()()(32 2 CAxBCAxBAx ++++++=+ . 

3) Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях аргумента x , 

т.е. при 2x , x , 0x  (свободный член), в левой и правой частях тождест-

ва, получаем линейную систему уравнений для нахождения неизвест-

ных коэффициентов CBA ,, : 









=+

=++
=+

3

2
0

0

2

CA

BCA
BA

x

x
x

. 

4) Решая полученную систему находим 1=A , 1−=B , 2=C . 

Таким образом разложение данной дроби 
122

32
23 +++
+

xxx
x  на сумму 

простейших дробей имеет вид  

1
2

1
1

122
32

223 ++
+−

+
+

=
+++

+
xx

x
xxxx

x . 

Пример 3.4. Разложить на сумму простейших дробей дробь 

133
11145

23

2

−+−
+−
xxx

xx . 
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Решение. Так как 323 )1(133 −=−+− xxxx , то, согласно теореме о раз-

ложении правильной рациональной дроби на сумму простейших дробей, по-

лучим  3223

2

)1()1(1133
11145

−
+

−
+

−
=

−+−
+−

x
C

x
B

x
A

xxx
xx . 

Далее, приводя к общему знаменателю обе части полученного равенства и 

приравнивая получившиеся после этого числители, получим равенство  

)()2(11145 22 CBAxBAAxxx +−++−+=+− .  

Откуда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях аргумента x , 

получаем систему линейных уравнений относительно неизвестных CBA ,,  

вида 









=+−

−=+−
=

11

142
5

0

2

CBA

BA
A

A

x

x
x

. 

Из полученной системы получаем 5=A , 4−=B , 2=C . 

Следовательно разложение данной дроби на сумму простейших дробей 

примет вид 3223

2

)1(
2

)1(
4

1
5

133
11145

−
+

−
−

+
−

=
−+−

+−
xxxxxx

xx . 

3.2. Интегрирование простейших рациональных дробей. 

Как было сказано выше, неправильную рациональную дробь можно 

представить в виде суммы многочлена (целой части) и правильной рацио-

нальной дроби, а правильную рациональную дробь, в свою очередь, можно 

представить суммой простейших рациональных дробей. Следовательно, не-

правильная рациональная дробь представима в виде суммы многочлена и 

простейших рациональных дробей. Поэтому интегрирование неправильной 

рациональной дроби сводится интегрированию многочлена (что не представ-

ляет трудностей) и интегрированию простейших рациональных дробей. 

Рассмотрим вопрос об интегрировании простейших рациональных дро-

бей. 
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1) CaxA
ax
axdAdx

ax
A

+−=
−
−

=
− ∫∫ ||ln)( . 

2) ∫∫ =+−⋅
+−

⋅=−−=
−

+−− Cax
k

AaxdaxAdx
ax

A kk
k

1)(
1

1)()(
)(

 

C
axk

A
k +

−
⋅

−
= −1)(

1
1

. 

3) Чтобы найти интеграл ∫ ++
+ dx

qpxx
NMx

2  у квадратного трехчлена в 

знаменателе выделим полный квадрат двучлена: 









−+






 +=++

42

22
2 pqpxqpxx . 

Далее сделаем замену следующую переменной интегрирования: tpx =+
2

. 

Тогда 
2
ptx −= , dtdx = . Следовательно, учитывая линейные свойства неоп-

ределенного интеграла, получим следующую цепочку равенств: 

=









−+

+−
=









−+

+





 −

=
++

+
∫ ∫∫ dt

pqt

NMpMt
dt

pqt

NptM
dx

qpxx
NMx

4

2

4

2
2

2
2

2
2  

             =









−+







 −+









−+

= ∫∫
4

2
4

2
2

2
2 pqt

dtMpNdt
pqt

tM  

=+

−

⋅

−

⋅





 −+


















−+= C

pq

tarctg
pq

MpNpqtM

44

1
24

ln
2 22

2
2  

( ) C
pq
pxarctg

pq
MpNqpxxM

+
−

+
⋅

−

−
+++=

22
2

4

2

4

2ln
2

. 

Пример3.5. Найти интеграл ∫ ++
− dx

xx
x

64
2

2 . 
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Решение. Подынтегральная функция является простейшей рациональ-

ной дробью третьего типа, так как степень числителя меньше степени знаме-

нателя и в знаменателе стоит квадратный трехчлен не имеющий действи-

тельных корней. Поэтому решаем следующим образом: 

• Выделяем полный квадрат в квадратном трехчлене 

o 2)2(64 22 ++=++ xxx ; 

• делаем подстановку tx =+ 2 , тогда 2−= tx , dtdx = ; 

• находим интеграл 

∫ ∫∫∫ =
+

−
+

=
+
−−

=
++

− dt
t

t
t

dtdt
t

tdx
xx
x

22
4

2
)2(2

64
2

2222  

CxxxarctgCttarctg +++−
+

=++−= )64ln(
2
1

2
2

2
4)2ln(

2
1

22
4 22 . 

4) Чтобы найти интеграл ∫ ++
+ dx

qpxx
NMx

k)( 2  ( 2>k ), аналогично выше 

изложенному, делаем замену переменной интегрирования: tpx =+
2

.  

Тогда получим 

=



















−+

+−
=



















−+

+





 −

=
++

+
∫ ∫∫ dt

pqt

NMpMt
dt

pqt

NptM
dx

qpxx
NMx

kkk

4

2

4

2
)( 2

2
2

2
2  

             =



















−+







 −+



















−+

= ∫∫ kk
pqt

dtMpNdt
pqt

tM

4

2

4

2
2

2
2

 

∫


















−+







 −+



















−+

⋅
−

= − kk
pqt

dtMpN
pqt

k
M

4

2

4

1
)1(2 2

2
12

2

. 

Пример 3.6. Найти интеграл ∫ +−
+ dx
xx

x
22 )54(

1 . 
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Решение. Подынтегральная функция является правильной рациональ-

ной дробью, так как степень числителя меньше степени знаменателя, а квад-

ратный трехчлен в знаменателе не имеет действительных корней, поэтому в 

квадратном трехчлене выделяем полный квадрат: 1)2(54 22 +−=+− xxx  и 

делаем подстановку: tx =− 2  (тогда 2+= tx , dtdx = ). Таким образом полу-

чим следующую цепочку равенств 

∫∫∫∫ =
+

+
+

=
+
+

=
+−

+
22222222 )1(

3
)1()1(

3
)54(

1
t

dtdt
t

tdt
t
tdx

xx
x  

∫ +
+

+
−= 222 )1(

3
)1(2

1
t

dt
t

. 

Найдем интеграл  ∫ + 22 )1(t
dt  следующим образом: 

∫∫ ∫∫∫ +
⋅

−=
+

−
+

=
+

−+
=

+ 2222

2

222

22

22 )1()1(1)1(
1

)1( t
dttttarctg

t
dtt

t
dtdt

t
tt

t
dt . 

Так как  

=
+

−
+

=



























+
⋅=⇒

+
=

=⇒==
+

⋅
∫∫ 12

1
)1(2

.
1

1
2
1

)1(

,
:

)1( 22

222

22 t
dt

t
t

t
v

t
dttdv

dtdutu
частямпо

t
dttt  

Ctarctg
t

t
+−

+
=

2
1

)1(2 2 , 

то 

C
t

ttarctgtarctg
t

ttarctg
t

dt
+

+
−=








−

+
−=

+∫ )1(22
3

2
1

)1(2)1( 2222
. 

Следовательно 

=+
+

+
−=









+
−+

+
−=

+−
+

∫ C
t

ttarctg
t

ttarctg
t

dx
xx

x
)1(2

31
2
9

)1(22
33

)1(2
1

54
1

2222
 

C
xx

xxarctg +
+−

−
−−=

)54(2
53)2(

2
9

2 . 
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4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫ-

РАЖЕНИЙ. 

4.1. Интегралы вида ∫ dxbxax cossin , ∫ dxbxaxcoscos , ∫ dxbxaxsinsin . 

Использование тригонометрических формул 

( ))sin()sin(
2
1cossin βαβαβα −++= , 

( ))cos()cos(
2
1coscos βαβαβα −++= , 

( ) ( ))cos()cos(
2
1)cos()cos(

2
1sinsin βαβαβαβαβα +−−=−++−=  

дает возможность произведение тригонометрических функций представить в 

виде суммы. А именно:  

А) используя формулу ( ))sin()sin(
2
1cossin βαβαβα −++=  

получим ( )xbaxbabxax )sin()sin(
2
1cossin −++= , следовательно 

( )∫∫ =−++= dxxbaxbadxbxax )sin()sin(
2
1cossin  

C
ba

xba
ba

xba
+








−
−

−
+
+

−=
)cos()cos(

2
1 ; 

Б) применяя формулу ( ))cos()cos(
2
1coscos βαβαβα −++=  

имеем ( )xbaxbabxax )cos()cos(
2
1coscos −++= , следовательно 

( )∫∫ =−++= dxxbaxbadxbxax )cos()cos(
2
1coscos  

C
ba

xba
ba

xba
+








−
−

+
+
+

=
)sin()sin(

2
1 ; 

В) согласно формуле  

( ) ( ))cos()cos(
2
1)cos()cos(

2
1sinsin βαβαβαβαβα +−−=−++−=  
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Получаем, что ( )xbaxbabxax )cos()cos(
2
1sinsin +−−= , следовательно 

( )∫∫ =+−−= dxxbaxbadxbxax )cos()cos(
2
1sinsin  









+
+

−
−
−

=
ba

xba
ba

xba )sin()sin(
2
1 . 

Пример 4.1. Найти интеграл ∫ dxxx 6cos8cos . 

Решение. Чтобы найти этот интеграл воспользуемся формулой 

( ))cos()cos(
2
1coscos βαβαβα −++= . 

Тогда  

( )∫∫ =+





 +=+= Cxxdxxxdxxx

2
2sin

14
14sin

2
12cos14cos

2
16cos8cos  

Cxx ++= 2sin
4
114sin

28
1 . 

4.2. Интегралы вида ∫ dxxx mn cossin , NmNn ∈∈ , . 

Для нахождении интегралов вида ∫ dxxx mn cossin , где NmNn ∈∈ , , 

целесообразно использовать следующие тригонометрические формулы 

( )xx 2cos1
2
1sin 2 −= , ( )xx 2cos1

2
1cos2 += , 

xxx 2sin
2
1cossin = , 1sincos 22 =+ xx . 

При решении интегралов вида ∫ dxxx mn cossin , где NmNn ∈∈ , , возможны 

несколько случаев. 

Случай 1 – число Nn∈  является нечетным, т.е 12 += kn , Nk ∈ . В этом 

случае xnsin представляем в виде произведения, выделяя множитель xsin , то 

есть  

( ) xxxxx
kkkn sinsinsinsinsinsin 2212 ⋅=⋅== + . 
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 Далее, поскольку из формулы 1sincos 22 =+ xx  следует, что  

xx 22 cos1sin −= , получим, окончательно, 

( ) xxx
kn sincos1sin 2 ⋅−= . 

Таким образом  

( ) === ∫∫∫ + dxxxxdxxxdxxx mkmkmn sincossincossincossin 212  

( )∫ −= dxxxx mk
sincoscos1 2 . 

Поскольку )(cossin xddxx = , то, вводя новую переменную интегриро-

вания как xt cos= , получим, что dtdxx −=sin , следовательно, после замены 

переменной интегрирования 

( )∫∫ −−= dtttdxxx mkmn 21cossin . 

В интеграле ( )∫ − dttt mk21  раскрывая скобки в подынтегральной функции 

получим интеграл от степенных функций, интегрирование которых очевид-

но. 

Случай 2 – число Nm ∈  является нечетным, т.е. 12 += lm , Nl ∈ . В этом 

случае поступают аналогично первому случаю, а именно,  

xmcos представляем в виде произведения, выделяя множитель xcos , то есть  

( ) xxxxx
lllm coscoscoscoscoscos 2212 ⋅=⋅== + . 

 Далее, поскольку из формулы 1sincos 22 =+ xx  следует, что  

xx 22 sin1cos −= , получим, окончательно, 

( ) xxx
lm cossin1cos 2 ⋅−= . 

Таким образом,  

=== ∫∫∫ + dxxxxdxxxdxxx lnlnmn coscossincossincossin 212  

( )∫ −= dxxxx
ln cossin1sin 2 . 
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Поскольку )(sincos xddxx = , то, вводя новую переменную интегриро-

вания как xt sin= , получим, что dtdxx =cos , следовательно, после замены 

переменной интегрирования 

( )∫∫ −= dtttdxxx
lnmn 21cossin . 

Получившийся интеграл ( )∫ − dttt
ln 21  легко находится. 

Случай 3 – числа NmNn ∈∈ ,  являются нечетными одновременно, т.е. 

12 += kn , Nk ∈ ,  12 += lm , Nl ∈ . 

В этом можно использовать один из рассмотренных выше случаев. 

Пример 4.2. Найти интеграл ∫ dxxx 58 cossin . 

Решение. Поскольку  

xxxxxxx cos)sin1(cos)(coscoscoscos 222245 −===  

получим 

∫∫ −= dxxxxdxxx cos)sin1(sincossin 22858 . 

Производя замену переменной интегрирования как xt sin=  (следовательно 

dtdxx =cos ) получим 

=+−=−= ∫∫∫ dttttdtttdxxx )2()1(cossin 1210822858 Cttt
++−

1311
2

9

13119

. 

Следовательно, после возврата к переменной x , получим 

Cxxxdxxx ++−=∫ 1311958 sin
13
1sin

11
2sin

9
1cossin . 

Случай 4 – числа NmNn ∈∈ ,  являются четными т.е. kn 2= , Nk ∈ ,  

lm 2= , Nl ∈ . 

Здесь удобно преобразовывать подынтегральную функцию, используя  

• при mn ≠ формулы 

( )xx 2cos1
2
1sin 2 −= , ( )xx 2cos1

2
1cos2 += , 

• при mn =  формулу  
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xxx 2sin
2
1cossin = . 

В результате применения этих формул  

• при mn ≠  интеграл приведется к виду 

=== ∫∫∫ dxxxdxxxdxxx lklkmn )(cos)(sincossincossin 2222  

∫∫ +−=





 +






 −= + dxxxdxxx lk

lk

lk

)2cos1()2cos1(
2

1)2cos1(
2
1)2cos1(

2
1 . 

Возводя биномы x2cos1 − , x2cos1 +  в соответствующие степени и раскры-

вая скобки, подынтегральная функция примет вид суммы, члены которой со-

держат четные и нечетные степени x2cos . Далее, используя линейные свой-

ства неопределенного интеграла, интеграл ∫ dxxx mn cossin  преобразуется в 

сумму рассмотренных выше интегралов; 

• при mn =  интеграл приведется к виду 

∫∫∫∫ =





== dxxdxxdxxxdxxx n

n

n
nnmn 2sin

2
12sin

2
1cossincossin . 

Далее, поскольку число kn 2= , Nk ∈ , получим  

==== ∫∫∫∫ dxxdxxdxxdxxx k
k

k
k

n
n

mn )2(sin
4
12sin

2
12sin

2
1cossin 22

2  

∫∫ −=





 −= dxxdxx k

n

k

k )4cos1(
8
1)4cos1(

2
1

4
1 . 

Далее, раскрывая в подынтегральной функции скобки и используя линейные 

свойства интеграла, получим сумму интегралов, каждый из которых будет 

соответствовать одному из четырех выше рассмотренных случаев. 

Пример 4.3. Найти интеграл ∫ dxxx 22 cossin . 

Решение.  
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∫∫∫∫ ==





== dxxdxxdxxxdxxx 2sin

4
12sin

2
1)cos(sincossin 2

2
222  

∫ +−=+





 −=−⋅= CxxCxxdxx 4sin

32
1

8
4sin

4
1

8
1)4cos1(

2
1

4
1 . 

Пример 4.4. Найти интеграл ∫ dxxx 42 cossin . 

Решение.  

=





 +






 −== ∫∫∫ dxxxdxxxdxxx

2
22242 )2cos1(

2
1)2cos1(

2
1)(cossincossin  

∫∫ =−−+=+−⋅= dxxxxdxxx )2cos2cos2cos1(
8
1)2cos1)(2cos1(

4
1

2
1 322  

∫∫∫∫ −−+= dxxdxxdxxdx 2cos
8
12cos

8
12cos

8
1

8
1 32 . 

Так как 

• Cxdx +=∫ 8
1

8
1 ; 

• Cxdxx +=∫ 2sin
16
12cos

8
1 ; 

• =+





 +=+=+= ∫∫∫ Cxxdxxdxxdxx 4sin

4
1

16
1)4cos1(

16
1)4cos1(

2
1

8
12cos

8
1 2

 

Cxx ++= 4sin
64
1

16
1 ; 

• ∫∫∫ =−== dxxxdxxxdxx 2cos)2sin1(
8
12cos2cos

8
12cos

8
1 223  

∫ ∫ ∫−=−= dxxxdxxdxxxx 2cos2sin
8
12cos

8
1)2cos2sin2(cos

8
1 22 , 
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поскольку 

∫ += Cxdxx 2sin
16
12cos

8
1 , 

=






 =⇒==∫ tdxxxtзаменаdxxx

2
12cos2sin:2cos2sin

8
1 2  

CxCtdtt +=+⋅== ∫ 2sin
48
1

316
1

2
1

8
1 3

3
2 , 

то           ∫ +−= Cxxdxx 2sin
48
12sin

16
12cos

8
1 33 . 

Следовательно 

=+





 −−






 +−+=∫ Cxxxxxxdxxx 2sin

48
12sin

16
14sin

64
1

16
12sin

16
1

8
1cossin 342

 

 

Cxxx ++−= 2sin
48
14sin

64
1

16
1 3 . 

4.3. Интегралы вида ∫ dxxxR )cos,(sin , где )cos,(sin xxR  является ра-

циональной функцией аргументов xsin  и xcos . 

Интегралы указанного вида приводятся к интегралам от рациональных функ-

ций с помощью тригонометрической подстановки txtg =
2

, где );( ππ−∈x . 

(Тригонометрическую подстановку txtg =
2

 принято называть универсальной 

тригонометрической подстановкой.) 

Выразим xsin  и xcos через t  используя подстановку txtg =
2

. Получим 
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2
2 1

2

2
1

2
2

sin
t
t

xtg

xtg
x

+
=

+
= , 2

2

2

2

1
1

2
1

2
1

cos
t
t

xtg

xtg
x

+
−

=
+

−
= . 

Из того, что txtg =
2

 следует, что  

tarctgx 2= , dt
t

dx 21
2

+
= . 

Таким образом 

∫∫∫ =
+

⋅








+
−

+
= dttRdt

tt
t

t
tRdxxxR )(

1
2

1
1,

1
2)cos,(sin 122

2

2 , 

Где )(1 tR  является рациональной функцией аргумента t . 

Пример 4.5. Найти интеграл ∫ x
dx

sin
. 

Решение.  

=
+

⋅
+

=

+

+=






 == ∫∫∫ dt

t
t

t
dt

t
t
ttxtgаподстановк

x
dx

2
1

1
2

1
2

1
2

2
:

sin

2

2

2

2
 

CxtgxtgtаподстановкобратнаяCt
t
dt

+=






 ==+== ∫ |

2
|ln

2
:||ln . 

Пример 4.6. Найти интеграл ∫ ++ 5cos3sin4 xx
dx . 

Решение.  

=
+

+
−

⋅+
+

⋅

+=






 ==

++ ∫∫ dt

t
t

t
t

ttxtgаподстановк
xx

dx

5
1
13

1
24

1
2

2
:

5cos3sin4
2

2

2

2
 

=
+

=
++

=
++

+
⋅

+
=

+
++

+= ∫∫∫∫ 222

2

2

2

2

2

)2(44)44(2
1

1
2

1
882

1
2

t
dt

tt
dtdt

tt
t

t
dt

t
tt

t  
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Cxtg
C

t
+

+
−=+

+
−=

2
2

1
2

1 . 

Замечание. Если в интеграле ∫ dxxxR )cos,(sin , где )cos,(sin xxR  яв-

ляется четной  функцией аргументов xsin  и xcos , т.е. подынтегральная 

функция )cos,(sin xxR  содержит xsin  и xcos  только в четных степенях, 

либо )cos,(sin)cos,sin( xxRxxR =−− , то удобно применять подстановку 

txtg = . 

Тогда, если  txtg = . то 

tarctgx = , 21 t
dtdx
+

= , 

2

2

2

2
2

11
sin

t
t

xtg
xtgx

+
=

+
= , 22

2

1
1

1
1cos

txtg
x

+
=

+
=  

и, следовательно,  

∫∫∫ =
+









++
= dttR

t
dt

tt
tRdxxxR )(

11
1,

1
)cos,(sin 1222

2
, 

где )(1 tR  является рациональной функцией аргумента t . 

Пример 4.7. Найти интеграл ∫ −+ xxxx
dx

22 coscossin2sin
. 

Решение. Подынтегральная функция 
xxxx 22 coscossin2sin

1
−+

 явля-

ется четной относительно  xsin  и xcos , следовательно воспользуемся под-

становкой txtg = . Тогда  

21
sin

t
tx
+

= , 
21

1cos
t

x
+

= . 
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И получаем следующую цепочку равенств 

=

+
−

+
⋅

+
⋅+

+

+=
−+ ∫∫

2222

2

2

22

1
1

1
1

1
2

1

1
coscossin2sin

ttt
t

t
t

t
dt

xxxx
dx  

=+
++
−+

=
−+

=
−+

=
−+

= ∫∫∫ C
t
t

t
dt

t
dt

tt
dt

21
21ln

22
1

)2()1(2)1(12 2222  

C
xtg
xtg

+
++
−+

=
21
21ln

22
1 . 

4.4. Интегралы вида ∫ dxxxR cos)(sin , где )(sin xR  является рациональ-

ной функцией аргумента xsin . 

Интегралы этого вида при использовании подстановки tx =sin  приво-

дятся к интегралам вида ∫ dttR )( , где )(tR   – рациональная функция аргумен-

та t . 

Пример 4.8. Найти интеграл ∫ +
dx

x
x

2sin4
cos . 

Решение.  

{ } =
+

==⇒==
+ ∫∫ 22 4

cossin:
sin4

cos
t

dtdtdxxtxаподстановкdx
x

x  

CxarctgCtarctg +





=+=

2
sin

2
1

22
1 . 

4.5. Интегралы вида ∫ dxxxR sin)(cos . 
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Интегралы данного вида приводятся к интегралам вида ∫ dttR )( , где 

)(tR   – рациональная функция аргумента , при использовании подстановки 

tx =cos . 

Пример 4.9. Найти интеграл ∫ +
dx

x
x

cos2
sin . 

Решение.  

{ } =++−=
+

−=−=⇒==
+ ∫∫ Ct

t
dtdtdxxtxdx

x
x |2|ln

2
sincos

cos2
sin  

Cx ++−= |cos2|ln . 

Замечание. Если в интеграле ∫ dxxxR )cos,(sin , где )cos,(sin xxR  яв-

ляется рациональной функцией аргументов xsin  и xcos , подынтегральная 

функция )cos,(sin xxR  содержит xsin  и xcos  только в четных степенях, 

то удобно применять подстановку txtg = . 

4.6. Интегралы вида ∫ xx
dx

nm cossin
, где Nm∈ , Nn∈ . 

Подстановкой txtg = данный интеграл приводится к интегралу от ра-

циональной функции следующим образом: 

( )∫∫
−

+





 += dtt

txx
dx n

m

nm
2

2
22

2 111
cossin

. 

В частности, к интегралу вида ∫ xx
dx

nm cossin
, где Nm∈ , Nn∈  сводят-

ся следующие интегралы: 

• интеграл вида ∫ x
dx

msin
, используя прежде подстановку tx

=
2

, т.е.  
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∫∫ −=






 ==

tt
dttx

x
dx

mmmm cossin2
1

2sin 1 ; 

• интеграл вида  ∫ x
dx

ncos
, используя прежде подстановку tx =+

2
π  и 

формулу 





 +=

2
sincos πxx , получим 

∫∫ =
t

dt
x

dx
nn sincos

. 

Надлежащие преобразования получившегося интеграла описаны выше. 

5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПРОСТЕЙШИХ ИРРАЦИОНАЛЬ-

НОСТЕЙ. 
 

5.1. Интегралы с линейной иррациональностью. 

 

Если подынтегральная функция содержит только линейные иррацио-

нальности вида 1

1

)( n
m

bax + , 2

2

)( n
m

bax + , …, где Ra ∈ , 0≠a , Rb∈ , 1m , 1n , 2m , 

2n   –целые числа, то полезна подстановка stbax =+ )( , где s   – наименьшее 

общее кратное чисел 1n , 2n . … . С помощью такой подстановки интеграл с 

линейной иррациональностью преобразуется в интеграл от рациональной 

функции. 

Пример 5.1. Найти интеграл ∫
+−+ 2

1
3
2

)12()12( xx

dx . 

Решение. Здесь подынтегральная функция содержит линейные ирра-

циональности  3
2

)2( bx +  и 2
1

)2( bx + . Следовательно 31 =n , 22 =n , а наи-

меньшее общее кратное этих чисел 6=s .  
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Применим подстановку 612 tx =+ . Тогда )1(
2
1 6 −= tx , dttdx 53= . 

Таким образом, после замены переменной интегрирования получим 

=







−
++=

−
=

−
=

−
=

+−+
∫∫∫∫∫ dt

t
tdt

t
tdt

tt
tdt

tt
t

xx

dx
1

113
1

3
)1(

33

)12()12(

2

3

5

34

5

2
1

3
2  

CxxxCttt
+
















−++++

+
=+








−++= 1)12(ln)12(

2
)12(3|1|ln

2
3 6

1
6
13

1
2

. 

5.2. Интегралы с квадратичной иррациональностью. 

 

• Интегралы вида ∫
++ cbxax

dx
2

, где a , b , c   – действительные числа. 

Интегралы такого вида путем выделения полного квадрата из квадрат-

ного трехчлена, в зависимости от знака числа а, приводятся к одному из таб-

личных интегралов. 

Пример 5.2. Найти интеграл ∫
++ 522 xx

dx . 

Решение. В квадратном трехчлене 522 ++ xx  выделим полный квад-

рат: 4)1(52 22 ++=++ xxx . Тогда 

{ }∫∫ ==−=⇒=+=
++

=
++

dtdxtxtxзамена
x

dx
xx

dx ,11
4)1(52 22

 

CxxxCtt
t
dt

+++++=+++=
+

= ∫ 521ln4ln
4

22
2

. 

Пример 5.3. Найти интеграл ∫
−+− 143 2 xx

dx . 

Решение. Выделяя в полный квадрат в квадратном трехчлене 

143 2 −+− xx  получим  

















 −−=










−






 −−=






 +−−=−+−

22
222

3
2

9
13

9
1

3
23

3
1

3
43143 xxxxxx .  
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Следовательно  

∫ ∫∫ =







 −−

=

















 −−

=
−+− 222

3
2

9
13

1

3
2

9
13

143
x

dx

x

dx
xx

dx  

∫ =+⋅=
−

=






 =+=⇒=−= Ct

t

dtdtdxtxtxзамена )3arcsin(
3

1

9
13

1,
3
2

3
2:

2
 

CxCx +−=+













 −= )23arcsin(

3
1

3
23arcsin

3
1 . 

• Интегралы вида ∫
++

+ dx
cbxax

BAx
2

, где A, B , a , b , c   – действитель-

ные числа. 

Чтобы найти такой интеграл надо в числителе выделить производную 

квадратного трехчлена, стоящего под знаком корня, и почленным делением 

разложить на сумму двух интегралов, один из которых элементарными пре-

образованиями приводится к табличному интегралу , а другой интегралом 

вида ∫
++ cbxax

dx
2

, который рассмотрен выше. 

Пример 5.4.  Найти интеграл ∫
++

− dx
xx

x
182

35
2

. 

Решение.  Найдем производную квадратного трехчлена, стоящего под 

знаком корня:  

84)182( 2 +=′++ xxx . 

Выделим в числителе производную квадратного трехчлена: 

13)84(
4
535 −+=− xx . 
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Таким образом, после преобразования числителя и почленного деле-

ния, получим следующую цепочку равенств:   

∫ ∫∫∫
++

−
++

+
=

++

−+
=

++

−

182
13

182
84

4
5

182

13)84(
4
5

182
35

2222 xx
dxdx

xx
xdx

xx

x
dx

xx
x . 

Найдем каждое слагаемое правого выражения этого равенства. 

Первое слагаемое: 

{ } ===+⇒=++=
++

+
∫∫ t

dtdtdxxtxxdx
xx

x
4
5)84(182

182
84

4
5 2

2
 

CxxCt +++=+⋅= 182
2
52

4
5 2

,
 

Второе слагаемое: 

=
++

=







 ++

=
++

∫∫∫
2
142

13

2
142

13
182

13
22

2
xx

dx

xx

dx
xx

dx  

       

{ } =
−

==−=⇒=+=
−+

= ∫∫
2
72

13,22

2
7)2(2

13
22 t

dtdtdxtxtx
x

dx  

CxxxCtt +++++=+−+=
2
142ln

2
13

2
7ln

2
13 22 . 

Следовательно 

Cxxxxxdx
xx

x
+++++−++=

++

−
∫ 2

142ln
2

13182
2
5

182

35 22
2

. 

• Интегралы вида ∫
+++ cbxaxBAx

dx
2)(

, где A , B , a , b , c   – дейст-

вительные числа, 0≠A . 
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Используя подстановку 
t

BAx 1
=+ , этот интеграл приводится к рас-

смотренному выше интегралу вида ∫
++ cbxax

dx
2

, где a , b , c   – действи-

тельные числа. 

Пример 5.5. Найти интеграл ∫
+− 125 2 xxx

dx . 

Решение. 

=
+−

−
=







 =−=⇒==

+−
∫∫

1251

1
1,11

125
2

2

22

ttt

t
x

tdt
t

dx
t

x
xxx

dx

=++−+−=
+−

=
+−

= ∫∫ Cttt
t

dt
tt

dt 521ln
6)1(52

2
22

 

C
x

xxxC
xxx

+
+−+−

=++−+−=
1251ln52111ln

2

2 . 

Пример 5.6. Найти интеграл ∫
+++ 33)1( 2 xxx

dx . 

Решение.  

=








+
=−=−=⇒=+=

+++
∫ 1

1,1,1111
33)1( 22 x

t
t

dx
t

x
t

x
xxx

dx  

=+++++=
++

=

+





 −+






 −

−
= ∫∫ Cttt

tt
dtdt

ttt

t 1
2
1ln

1
3113111

1
2

22

2
 

C
x

xx
x

C
xxx

+
+

++
++

+
=++

+
+

+
++

+
=

1
33

2
1

1
1ln1

1
1

)1(
1

2
1

1
1ln

2

2 . 

• Интегралы вида ∫ ++ dxcbxax2 , где  a , b , c   – действительные 

числа, 0≠a . 
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Выделением полного квадрата в квадратном трехчлене и применением 

линейной подстановки интеграл ∫ ++ dxcbxax2  примет один из следую-

щих видов: 

1) при 0>a  получим интеграл вида ∫ + dtMt 2 , где RM ∈ ; 

2) при 0<a  получим интеграл вида ∫ − dttM 2 , где RM ∈ . 

 

Чтобы найти такие интегралы, сначала подынтегральную функцию 

представляют в виде дроби, в которой знаменателем является иррациональ-

ность, а числителем – выражение, стоящее под знаком корня. Затем в преоб-

разованной подынтегральной функции производят почленное деление, и та-

ким образом исходный интеграл ( ∫ + dtMt 2  или ∫ − dttM 2 ) преобразуют 

в сумму двух интегралов, один из которых является табличным, а другой ин-

теграл находится интегрированием по частям один раз. После этого, выражая 

из полученного равенства исходный интеграл ( ∫ + dtMt 2  или ∫ − dttM 2 ), 

получим окончательный ответ. 

 

Пример 5.7. Найти интеграл ∫ + dxx 52 . 

Решение.  

∫∫∫∫∫
+

+
+

=








+
+

+
=

+

+
=+

5
5

55
5

55
55

22

2

22

2

2

2
2

x
dxdx

x
xdx

xx
xdx

x
xdxx . 

Так как 

∫∫ +−+=



























+=⇒
+

=

=⇒==
+

dxxxx

xv
x

dxxdv

dxduxu
частямпо

dx
x
x 55

5
5

,
:

5
22

2
2

2

2

; 
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Cxx
x
dx

+++=
+

∫ 5ln
5

2
2

, 

то 

Cxxdxxxxdxx +++++−+=+ ∫∫ 5ln5555 2222 . 

Далее, выражая из полученного равенства ∫ + dxx 52 , получим ответ: 

Cxxxxdxx +




 ++++=+∫ 5ln55

2
15 222 . 

Пример 5.8. Найти интеграл ∫ − dxx29 . 

Решение.  

∫∫∫∫
−

−
−

=
−

−
=− dx

x
x

x
dxdx

x
xdxx

2

2

22

2
2

99
9

9
99 . 

Поскольку  

Cx
x

dx
+=

−
∫ 3

arcsin
9 2

; 

∫∫ −+−−=



























−−=⇒
−

=

=⇒==
−

dxxxx

xv
x

dxxdv

dxduxu
частямпо

dx
x

x 22

2
2

2

2

99

9
9

,
:

9
, 

то 

( ) Cdxxxxxdxx +−+−−−=− ∫∫ 222 99
3

arcsin99 . 

Следовательно 
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Cxxxdxx +





 −+=−∫ 22 9

3
arcsin9

2
19 . 

• Тригонометрические подстановки. 

Интегралы с квадратичными иррациональностями вида 22 xa − , 

22 xa + , 22 ax −  приводятся интегралам от рациональной относитель-

но xsin  и xcos  функции с помощью надлежащей тригонометрической 

подстановки: 

1) для иррациональности 22 xa −  удобна подстановка tax sin=  (или 

tax cos= ), 

2) для иррациональности 22 xa +  удобна подстановка ttgax =  (или 

tctgax = ), 

3) для иррациональности 22 ax −  удобна подстановка 
t

ax
sin

=  (или 

t
ax

cos
= ). 

Пример 5. 9. Найти интеграл ∫ − dxx29 . 

Решение.  

=






 ==⇒==−∫ 3

arcsin,cos3sin39 2 xtdttdxtxdxx  

       ==−=−= ∫∫∫ dttdtttdttt 222 cos9cossin19cossin993  

              =++=++=+= ∫ CtttCttdtt cossin
2
9

2
92sin

4
9

2
9)2cos1(

2
9  

               =+−⋅⋅+=+−+= CxxxCttt
9

1
32

9
3

arcsin
2
9sin1sin

2
9

2
9 2

2  
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Cxxx
+






 −+= 29

3
arcsin9

2
1 . 

Пример 5.10. Найти интеграл ∫
− 42

2

x
dxx . 

Решение.  

=






 =−=⇒==

−
∫ x

tdt
t
tdx

t
x

x
dxx 2arcsin,

sin
cos2

sin
2

4 22

2

 

=−=
−

−=
−

⋅
−= ∫∫∫ dt

tt
tdt

tt
tdt

t

t
t

t
cossin

cos4
sin1sin

cos4
4

sin
4

sin
cos2

sin
4

323

2

22
 

=








+
==⇒==−=−= ∫∫ 2

33
3 1

2,2
2

2
cos

2
sin8

4
sin

4
u

dudtuarctgtuttgtt
dt

t
dt  

( ) =
+

−=
+

+
−=

+
+






 +−= ∫∫∫ du

u
udu

uu
u

u
duu

u 3

22

23

32

2
2
3

22
3

2
)1(8

)1(
)1(8

1
21114  

Cuu
u

duu
uu

+







++−−=






 ++−= ∫ 2

||ln2
2

18218
2

23 . 

Далее, постепенно возвращаясь к старой переменной интегрирования путем 

обратных подстановок, получим 

Cxxxx
x

dxx
+

−+
+−=

−
∫ 2

4ln24
24

2
2

2

2
. 

6. Интегралы от дифференциальных биномов. 

Интегралы от дифференциальных биномов ∫ + dxbxax pnm )( , где m, n, 

p  – рациональные числа,  выражаются через элементарные функции только в 
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трех случаях: когда p  – целое число; когда 
n

m 1+   – целое число, когда 

p
n

m
+

+1  – целое число. В каждом из этих случаев удобно применять свою 

подстановку: 

1) если p  – целое число, то подстановка stx = , где s   – наименьшее 

общее кратное знаменателей дробей m  и n ; 

2) если 
n

m 1+   – целое число, то подстановка sn tbxa =+ , где s   – наи-

меньшее общее кратное знаменателей дробей m  и n ; 

3) p
n

m
+

+1  – целое число, то подстановка r
n tb

x
a

=+ , где r   – знаме-

натель дроби p . 

Пример 6.1. Найти интеграл ∫
+ 24 1 xx

dx , 

Решение. ∫∫
−− +=

+
dxxx

xx
dx 2

1
24

24
)1(

1
. 

Здесь 4−=m , 2=n , 
2
1

−=p , 1=a , 1=b .  

Поскольку 2
2
1

2
141

−=−
+−

=+
+ p
n

m   – целое число, то применяем 

подстановку вида r
n tb

x
a

=+ , где где r   – знаменатель дроби p . 

Так как 4−=m , 2=n , 
2
1

−=p , 1=a , 1=b , 2=r , то, окончательно, 

получим подстановку 2
2 11 t

x
=+ . Следовательно, применяя данную подста-

новку, получим 
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=





















+
=

+
=+=

−−=−=−=⇒=+
=

+

−−−

∫
.1111

)1(,)1(,)1(11

1 2

2

2

2

2
3

22
1

21222
2

24

x
x

x
x

x
t

dtttdxtxtxt
x

xx
dx

 

=

−
−

−
−=

−
+−

−
−=

−+−

−−
= ∫∫∫ −−

−

dt

t
tt

ttdt

t
t

tt
tt

dttt

)1(
)1(

)1(

)1(
11)1(

)1(
)1(1)1(

)1(

2

2
2
3

2

22

2
2
3

2

22

1222

2
3

2

=+−=+







−−=−−=

−

−

−
−= ∫∫ CttCttdttdt

t

tt

tt 3
3

2

2
1

2

2
3

2

22

3
1

3
)1(

)1(
)1(

)1(  

( ) C
x

xxC
x

xxxC
x

x
x

x
+

+−
=+

+−+
=+









 +
−

+
= 3

22

3

3222
3

22

3
1)12(

3
1131

3
11 . 

Пример 6.2. Найти интеграл 
( )∫

+
104 1xx

dx . 

Решение. 
( ) ∫∫

−
−











+=

+
dxxx

xx

dx
10

4
1

2
1

104
1

1
. 

Здесь 
2
1

−=m , 
4
1

=n , 10−=p , 1=a , 1=b , следовательно применим 

подстановку вида stx = , где s   – наименьшее общее кратное знаменателей 

дробей m  и n  (т.е. 4=s ), поскольку  10−=p   – целое число. 

Тогда получим следующую цепочку равенств: 

( )
=

+
=













==⇒==
+

∫∫ dt
tt

txtdttdxtx
xx

dx
102

3
4
1

34
104 )1(

4,4
1
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=
+

−
+

=
+

−+
=

+
= ∫∫∫∫ 1091010 )1(

4
)1(

4
)1(

114
)1(

4
t

dt
t

dtdt
t

tdt
t

t  

=+
+

+
+

−=+







+

−⋅−







+

−⋅= C
tt

C
tt 9898 )1(9

4
)1(2

1
)1(9

14
)1(8

14  

( ) ( )
C

xx
+

+
+

+
−= 9484 19

4

12

1 . 

7. Примеры для самостоятельного решения. 

Читателю предлагается самостоятельно решить следуюшие 

примеры (смотри: Минорский В.П. Сборник задач по высшей ма-

тематике.: М. 1986.): 

1264, 1265, 1267, 1270, 1272, 1273, 1275, 1276, 1281, 1282, 1284, 

1286, 1288, 1292, 1297, 1298, 1302, 1305, 1308, 1309, 1311, 1314,  

1315, 1322, 1330, 1331, 1332, 1336, 1338, 1339, 1341, 1345, 1346, 

1353, 1357, 1358, 1360, 1363, 1368, 1369, 1372, 1371, 1373, 1376, 

1379, 1377, 1378, 1380. 
 

 


