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1. Введение. Диффузия плазмы через магнитное поле изучалась в работах
[1]–[5] и описывается, в общем случае, нелинейными вырождающимися парабо-
лическими уравнениями второго порядка [6], построение строгой математиче-
ской теории которых было начато в публикациях [7]–[10]. В этих исследованиях
был введен в рассмотрение физически обоснованный класс обобщенных реше-
ний, доказаны теоремы существования и единственности решений для первой и
второй краевых задач в ограниченных и неограниченных областях, различные
варианты принципа максимума, а также теоремы о наличии конечной скоро-
сти изменения носителей решений уравнений типа нестационарной фильтрации.
С другой стороны, в работах [11], [12] при изучении первой краевой задачи
для уравнения быстрой диффузии был открыт эффект стабилизации (полного
остывания) за конечное время. Эти два фундаментальных результата являются
основополагающими при математическом моделировании как медленной, так и
быстрой диффузии ограниченной плазмы поперек магнитного поля, а также ее
равновесных конфигураций. В настоящее время имеется значительное число
публикаций [6], [13]–[18], посвященных исследованию параболических уравне-
ний с неявным вырождением вида

ut = 4g(u) + f(λ, u), (t, x) ∈ <+ × Ω, (1.1)

u = 0, (t, x) ∈ <+ × ∂Ω,

u = u0, (t, x) ∈ {0} × Ω,

где <+ = (0,∞); Ω ⊂ <n- открытое ограниченное подмножество с границей ∂Ω
класса C2+α; α ∈ (0, 1); g : <̄+ → <̄+- непрерывная возрастающая функция;
g(0) = 0; g−1- непрерывна по Гёльдеру; g или g−1- локально непрерывна по
Липшицу; f : <×<̄+ → <- непрерывная функция; f(λ, ·)- локально непрерывна
по Липшицу; f(λ, 0) = 0 для λ ∈ < ; u0 ∈ L∞

+ (Ω) = {u ∈ L∞(Ω) : u(x) ≥ 0 для
почти всех x ∈ Ω}.

Определение 1. Под решением задачи (1.1) на [0, T ], T > 0, понимается
функция u ∈ C([0, T ];L1(Ω))

⋂

L∞(QT ), QT = Ω × (0, T ] такая, что
∫

Ω

u(t)ϕ(t)dx−
∫

Qt

∫

(uϕt + g(u)4ϕ)dxdt =
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=
∫

Ω

u0ϕ(0)dx+
∫

Qt

∫

f(λ, u)ϕdxdt, (1.2)

для всех ϕ ∈ C2(Q̄t), ϕ ≥ 0, ϕ = 0 на
∑

T = ∂Ω × (0, T ], t ∈ [0, T ].
Под решением задачи (1.1) на [0,∞) понимается решение последней на [0, T ]

для любого T > 0. Верхнее( соответственно нижнее) решение начально - крае-
вой задачи (1.1) определяется аналогично, посредством замены в соотношении
(1.2) знака равенства на знак неравенства ≥ (соответственно ≤). Под решением
стационарной задачи

−4g(u) = f(λ, u), x ∈ Ω, (1.3)

u = 0, x ∈ ∂Ω,

понимается функция u ∈ L∞(Ω) такая, что

−
∫

Ω

g(u)4ϕdx =
∫

Ω

f(λ, u)ϕdx, λ ∈ <,

для любой функции ϕ ∈ C2(Ω̄), ϕ ≥ 0 в Ω, ϕ = 0 на ∂Ω. Аналогично, как и для
(1.1) определяются верхнее и нижнее решения краевой задачи (1.3). Так как g−1

непрерывна по Гёльдеру, то любое решение задачи (1.3) является классическим
в том смысле, что v = g(u) ∈ C2+α(Ω̄)- классическое решение краевой задачи

−4v = h(λ, v), x ∈ Ω, (1.4)

v = 0, x ∈ ∂Ω,

где h : <× <̄+ → <; h(λ, v) = f(λ, g−1(v)) = f(λ, ·) ◦ g−1(v).
Вопросы стабилизации неотрицательных решений задачи (1.1) изучались

многими авторами (см., например, [17], [18], а также [6], [14] и имеющиеся там
ссылки).

Теорема A [17]. Начально краевая задача (1.1) имеет единственное для
t ∈ [0, T ] решение u(u0, t). Кроме того u(u0, t) ≥ 0 для t ∈ [0, T ].

Теорема B [17]. Пусть u1 ∈ L∞

+ (Ω)(u2 ∈ L∞

+ (Ω))- нижнее (верхнее) реше-
ние стационарной задачи (1.3), 0 ≤ u1 ≤ u2. Тогда соответствующее решение
u(u1, t), (u(u2, t)) нестационарной задачи (1.1) является неубывающей (невоз-
растающей) функцией t почти всюду в Ω, имеет место цепочка неравенств

u1 ≤ u(u1, t) ≤ u(u2, t) ≤ u2, t ∈ <̄+,

и u(u1, t), u(u2, t) сходятся при t → +∞ (в C(Ω̄), если dimΩ = 1 или в Lp(Ω),
p ≥ 1, если dimΩ ≥ 2) монотонно соответственно к пределам u∗, u

∗, которые
являются минимальным, максимальным стационарными решениями задачи
(1.3) на множестве K = {u ∈ L∞

+ (Ω) : 0 ≤ u1 ≤ u ≤ u2}.
В публикации [18], предшествовавшей работе [17], исследовались вопросы

существования, сравнения и стабилизации решений начально-краевой задачи
для одномерного уравнения нелинейной диффузии

ut = (up)xx + f(λ, u), (t, x) ∈ <+ × Ω,



u = 0, (t, x) ∈ <+ × ∂Ω, (1.1)′

u = u0, (t, x) ∈ {0} × Ω,

где Ω = (−e, e); u0 ∈ L∞(Ω); 0 ≤ u0 ≤ 1; p > 1; f(λ, u) = u(1− u)(u− λ); 0 < λ <
(p+ 1)/(p+ 3).

Теорема C [18]. Начально-краевая задача (1.1)′ имеет единственное на <
+

решение u(u0, t), причем 0 ≤ u(u0, t) ≤ 1.
Итак, асимптотическое поведение решений начально-краевой задачи (1.1)

определяется множеством ее стационарных решений и сводится к изучению
его структуры. В работах [19]-[21], а также [17], [18], для обобщенных реше-
ний начально-краевых задач (1.1), (1.1)′ была построена качественная теория,
аналогичная той, что развита в исследованиях [22], [23] для равномерно пара-
болических уравнений. В частности, в [18] на основе принципа сравнения реше-
ний задачи (1.1)′, получен результат о стабилизации нестационарных решений к
изолированным стационарным решениям, множество которых анализировалось
явным интегрированием. Результаты, касающиеся регулярности решений, обес-
печивали относительную компактность траекторий задачи (1.1)′ в соответству-
ющем функциональном пространстве, на котором определен подходящий обо-
щенный функционал Ляпунова, не обязательно определенно-положительный
(см., например, [24]). В работе [17] главным условием для доказательства схо-
димости траекторий начально-краевой задачи (1.1) к сответствующим стацио-
нарным решениям задачи (1.3) являлось требование монотонности траекторий
по времени. Это позволило преодолеть трудности, связанные с доказатель-
ством относительной компактности траекторий исследуемой задачи в подходя-
щем метрическом пространстве, на котором определен функционал Ляпунова.

Тем самым, задача об устойчивости стационарных решений сводится к иссле-
дованию структуры множества этих решений. В случае, когда удается доказать
единственность стационарного решения, тогда верхнее и нижнее решения зада-
ют область притяжения в пространстве начальных данных. Однако, в насто-
ящее время, как известно [25]-[27], не существует достаточно общих критериев
единственности неотрицательных решений задач вида (1.4). Единственность
можно гарантировать, если отображение f(λ, ·) ◦ g−1(v) монотонно.

Наконец, отметим, что основными методами иследования уравнений вида
(1.4) являются [28]–[30]: метод обыкновенных дифференциальных уравнений,
вариационные методы, метод верхних и нижних решений, метод априорных
оценок и, так называемый, метод теорем типа Лиувилля.

В этой работе исследуется разрешимость нелинейного операторного уравне-
ния

Lu = F (x, u, z), u ∈ D(L), (1.5)

с граничными условиями общего вида, входящими в оператор L, где L- непре-
рывно обратимый дифференциальный оператор; F : Ω × <1 × <1 → <- непре-
рывная функция своих аргументов; Ω ⊂ <1; z = Tu; T - непрерывный нелиней-
ный оператор (возможно, что T - интегральный оператор типа Вольтерра или



Фредгольма), действующий из C(Ω̄) в C(Ω̄); F (x, ·, z)- локально непрерывна по
Липшицу; F (x, u, T (·))- монотонный оператор.

В качестве L можно рассматривать, например, либо равномерно эллиптиче-
ский, либо обыкновенный дифференциальный оператор второго порядка. Од-
нако, предложенный нами подход применим и к параболическим операторам.
При этих предположениях доказывается существование классического решения
задачи (1.5). Помимо этого, получены достаточные условия, обеспечивающие
единственность ее решения.

При получении этих результатов мы используем модификацию классических
методов теории монотонных операторов в частично упорядоченных простран-
ствах [25], [26] для случая парных неподвижных точек [27] в сочетании с тех-
никой верхних и нижних решений [17], [28].

2. Теорема существования решения краевой задачи. Рассмотрим кра-
евую задачу (1.5), где L- непрерывно обратимый дифференциальный оператор.
Как отмечалось выше, в качестве L можно взять равномерно эллиптический
оператор, определенный на ограниченной выпуклой области Ω ⊂ <n, граница
которой ∂Ω принадлежит классу C2+α для некоторого α ∈ (0, 1), то есть

Lu = −
n
∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj

+
n
∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi

+ c(x)u, (2.1)

n
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ µ|ξ|2,
n
∑

i=1

aii(x) ≤ ν,

для всех x ∈ Ω, где ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ <n; µ, ν ∈ <+- константы эллиптичности;
aij(x), bi(x), c(x) ∈ Cα(Ω̄); c(x) ≥ 0. Краевая задача (1.5), (2.1) является базовой
при математическом моделировании равновесных конфигураций ограниченной
плазмы в установках типа токамак [31], [32].

В этом разделе изучается разрешимость двухточечной краевой задачи для
обыкновенного дифференциального оператора

Lu
4
= −(a(x)u′)′ + b(x)u = F (x, u, z), (2.2)

x ∈ (0, 1), a(x) ≥ 0, b(x) ≥ 0,

с граничными условиями

Liu
4
= αiu(i) + (−1)i+1βiu

′(i) = γi, (2.3)

где αi, βi, γi ∈ <; i = 0, 1. Пусть F - непрерывная функция, z = Tu- непрерыв-
ный, возможно, нелинейный оператор, действующий из C[0, 1] в C[0, 1]. Ниже
предполагается, что T - монотонный оператор, то есть для любых ϕ(x), ψ(x) ∈
C[0, 1] таких, что 0 ≤ ϕ(x) ≤ ψ(x), имеем Tϕ ≤ Tψ, если T - возрастающий опе-
ратор, либо Tϕ ≥ Tψ, если T - убывающий оператор. Для определенности будем



считать, что T - убывающий оператор. Наконец, отметим, что предлагаемый ни-
же метод решения краевой задачи применим также, если z = z(T1u, . . . , Tku),
z : <k → <, где операторы Ti обладают приведенными выше свойствами, при-
чем тип монотонности (возрастание, или убывание), может быть различным
для различных i = 1, 2, . . . , k.

Пусть заданы функции v0(x), w0(x) ∈ C[0, 1] такие, что 0 ≤ v0(x) ≤ w0(x).
Посредством [v0, w0] будем обозначать множество {u(x) ∈ C[0, 1] : v0(x) ≤
u(x) ≤ w0(x)} и называть его порядковым интервалом [33].

Предположим, что функция F (x, u, z) для всех u ∈ [v0, w0], z ∈ [Tw0, T v0],
x ∈ (0, 1) обладает следующими свойствами: (1). F не убывает по z; (2).
F (x, u, z) непрерывно дифференцируема по u на порядковом интервале [v0, w0];
(3). для любого τ ∈ (0, 1) имеет место неравенство

τF (x, u, T (τu)) < F (x, τu, Tu).

Отметим, что в силу условия (2) существует M(v0, w0) ≥ 0, такое, что ∂
∂u
F ≥

−M , F +Mu ≥ 0. Причем, если F убывает по u, то M можно положить равной
нулю.

Определение 2. Решением задачи (2.2), (2.3) назовем функцию u(x) ∈
C2(0, 1] ∩ C1[0, 1], удовлетворяющую уравнению (2.2) и граничным условиям
(2.3).

Пусть оператор L непрерывно обратим, тогда этим же свойством, в силу
неотрицательности M , обладает оператор L + M . Далее, предположим, что
помимо (1), (2), (3) выполнено условие: (4). оператор (L+M)−1 является u0-
положительным [25], [26], то есть найдется такой ненулевой элемент u0 ∈ C[0, 1],
u0 > 0, что для любого ненулевого элемента u ∈ C[0, 1], u > 0 можно указать
числа α(u) > 0, β(u) > 0, при которых выполняется цепочка неравенств

α(u)u0 ≤ (L +M)−1u ≤ β(u)u0.

Определение 3. Функции v0, w0 ∈ C2(0, 1] ∩ C1[0, 1], удовлетворяющие со-
отношениям

Lv0 ≤ F (x, v0, Tw0), Liv0 = 0,

(2.4)

Lw0 ≥ F (x, w0, T v0), Liw0 ≥ 0,

назовем, соответственно, нижним и верхним квазирешениями задачи (2.2), (2.3),
где i = 0, 1.

Теорема 1.Пусть выполнено условие (1). Тогда краевая задача (2.2), (2.3)
имеет, по крайней мере, одно решение u(x), принадлежащее порядковому ин-
тервалу [v0, w0].

Доказательство. Введем в рассмотрение вспомогательную функцию

H(x, u, Tu)
4
= F (x, p(u), T p(u)) + q(u), x ∈ (0, 1),



p(u) = max{v0(x), min{u(x), w0(x)}}, (2.5)

q(u) =















(w0 − u)/(1 + u2), u ≥ w0,

0, v0 ≤ u ≤ w0,

(v0 − u)/(1 + u2), u ≤ v0.

Из соотношений (2.5) следует справедливость включений

p(u) ∈ [v0, w0], T p(u) ∈ [Tw0, T v0]. (2.6)

Далее, ясно, что функция H(x, u, Tu) непрерывна и ограничена на множестве
(0, 1)×<2. Тем самым, по известному следствию теоремы Шаудера [33], краевая
задача

Lu = H(x, u, Tu), Liu = 0,

имеет решение. Покажем, что при этом u ∈ [v0, w0]. С этой целью, предполо-
жим, что найдутся ε > 0, x0 ∈ (0, 1) такие, что v0(x0) = u(x0)+ε, v

′
0(x0) = u′(x0),

v′′0(x0) ≤ u′′(x0). Тогда p(u(x0)) = v0(x0) и имеет место цепочка неравенств

F (x, v0, Tw0) |x=x0
≥ −a(x0)v

′′

0 (x0) ≥ −a(x0)u
′′(x0)

= F (x, v0, T p(u)) |x=x0
+

ε

(1 + u2(x0))

≥ F (x, v0, Tw0) |x=x0
+

ε

(1 + u2(x0))
.

Тем самым, в силу условия (1) и формул (2.6), приходим к противоречию. Сле-
довательно, u(x) ≥ v0(x), x ∈ (0, 1). Аналогично доказывается справедливость
неравенства: u(x) ≤ w0(x). Теорема доказана.

Замечание 1. При изучении эллиптической краевой задачи с оператором
L, определяемым согласно (2.1), необходимо заботиться о гладкости решения.
Рассмотрим уравнение (1.5) с граничным условием Дирихле: u = 0, x ∈ ∂Ω и
покажем, что в этом случае u(x) ∈ C2+α(Ω̄), где 0 < α < 1. Поскольку функция
H(x, u, Tu) непрерывна на Ω̄ и ограничена, тогда u(x) = L−1H(x, u, Tu) принад-
лежит C1+δ(Ω̄), 0 < δ < 1 и, следовательно, F (x, u, Tu) ∈ Cα(Ω̄). Тем самым,
из классического результата [34] следует, что u(x) ∈ C2+α(Ω̄).

3. Теорема единственности решения краевой задачи. Для доказа-
тельства единственности решения исследуемой краевой задачи (2.2), (2.3), вве-
дем в рассмотрение линейное уравнение

Lu+Mu = F (x, η, Tµ) +Mη
4
= G(x, η, µ), (3.1)

где η, µ ∈ C[0, 1]. Далее, определим отображение A : C[0, 1] × C[0, 1] → C[0, 1],
которое ставит в соответствие каждой паре (η, µ) ∈ [v0, w0]× [v0, w0] единствен-
ное решение

u = A(η, µ); η, µ ∈ C[0, 1], (3.2)



краевой задачи (3.1), (2.3).
Утверждение 1.Пусть A- отображение, определяемое формулой (3.2). Пусть

выполнены условия (2), (4). Тогда справедливы следующие свойства: (a).
v0 ≤ A(v0, w0), w0 ≥ A(w0, v0); (b). A(η, µ) не убывает по η и не возрастает
по µ; (c). A является u0- положительным.

Доказательство. (a). Пусть A(v0, w0) = v1. Покажем, что v0 ≤ v1. Дей-
ствительно, если это неравенство не выполняется, тогда существуют ε > 0,
x0 ∈ (0, 1) такие, что для функции z = v0 − v1, z(x0) = ε, z′(x0) = 0, z′′(x0) ≤ 0.
Тем самым, мы приходим к противоречию: 0 ≤ −a(x0)z

′′(x0) ≤M(v1−v0)(x0) =
−Mε. Свойство (b) доказывается аналогичными рассуждениями с использова-
нием условия (2). Наконец, свойство (c) непосредственно следует из условия
(4). Утверждение доказано.

Теорема 2.Пусть для F : (0, 1) × <2 → < выполнены условия (1), (2),
(3), (4). Тогда краевая задача (2.2), (2.3) имеет единственное решение u(x),
принадлежащее порядковому интервалу [v0, w0].

Доказательство. В первую очередь, определим следующим образом:

(L +M)vn = G(x, vn−1, wn−1), Livn = 0,

(3.3)

(L+M)wn = G(x, wn−1, vn−1), Liwn = 0,

последовательные приближения vn, wn, где n = 1, 2, . . .. Тогда имеет место
цепочка неравенств

v0 ≤ v1 ≤ . . . ≤ vn ≤ . . . ≤ wn ≤ . . . ≤ w1 ≤ w0, (3.4)

причем vn → u, wn → u равномерно при n→ ∞.
Действительно, легко видеть, что оператор A, определяемый согласно (3.2),

является вполне непрерывным. Далее, введем в рассмотрение последователь-
ность

vn = A(vn−1, wn−1), wn = A(wn−1, vn−1).

Тем самым, из утверждения 1 следует, что v0 ≤ v1 ≤ w1 ≤ w0. Теперь, предпо-
ложим, что выполняется цепочка неравенств: vn−1 ≤ vn ≤ wn ≤ wn−1. Тогда,
из свойства (b) получим, что

vn = A(vn−1, wn−1) ≤ A(vn, wn−1) ≤ A(vn, wn) = vn+1,

wn = A(wn−1, vn−1) ≥ A(wn, vn−1) ≥ A(wn, vn) = wn+1.

и
vn+1 = A(vn, wn) ≤ A(wn, wn) ≤ A(wn, vn) = wn+1.

Итак, по индукции следует справедливость (3.4).
Далее, в силу полной непрерывности оператора A множество

{v0, v1, v2, . . .} является относительно компактным (предкомпактным). Тем са-
мым, найдется подпоследовательность {vnk

} ⊂ {vn} такая, что vnk
→ v∗. Ясно,



что vn ≤ v∗ ≤ wn, (n = 1, 2, . . .), 0 ≤ v∗− vm ≤ v∗− vnk
для m > nk. Теперь, учи-

тывая, что конус неотрицательных функций в C[0, 1] является нормальным [25],
[26], тогда ‖ v∗−vm ‖≤‖ v∗−vnk

‖→ 0. Итак, vn → v∗, v∗ ∈ [v0, w0]. Совершенно
аналогично, можно доказать, что wn → w∗, w∗ ∈ [v0, w0]. Далее, поскольку,
A- деминепрерывный оператор, тогда A(vn, wn) слабо сходится к A(v∗, w∗), то
есть A(vn, wn) ⇀ A(v∗, w∗). Также, очевидно, что A(wn, vn) ⇀ A(w∗, v∗). Таким
образом, v∗ = A(v∗, w∗) и w∗ = A(w∗, v∗), то есть (v∗, w∗)- парная неподвижная
точка [27], [35].

Допустим, что (v̄, w̄)- другая парная неподвижная точка. Так как v0 ≤ v̄ ≤
w0, v0 ≤ w̄ ≤ w0,

v1 = A(v0, w0) ≤ A(v̄, w̄) = v̄ ≤ A(w0, v0) = w1,

v1 = A(v0, w0) ≤ A(w̄, v̄) = w̄ ≤ A(w0, v0) = w1,

тогда, аналогично, по индукции, можно доказать, что выполняются неравен-
ства

vn ≤ v̄ ≤ wn, vn ≤ w̄ ≤ wn, n = 0, 1, 2, . . . . (3.5)

Из (3.5), взяв предел, следует, что v∗ ≤ v̄ ≤ w∗, v∗ ≤ w̄ ≤ w∗. Тем самым,
парная неподвижная точка (v∗, w∗) обладает свойством максимальности и ми-
нимальности в том смысле, что для любой другой парной неподвижной точки
(v̄, w̄) выполняются выписанные выше неравенства. Далее, из условия (3) и
свойства (c) имеем, что для всех τ ∈ (0, 1) справедлива цепочка неравенств

A(τu, v) − τA(u, τv) ≥ αu0 ≥
α

β
A(τu, v). (3.6)

Теперь, определим τ0 = inf{τ > 0 : v∗ ≥ τw∗}. Очевидно, что τ0 ≤ 1, v∗ ≥ τ0w
∗.

Пусть τ0 < 1, тогда с учетом формулы (3.6) и свойства (b) получим

τ0w
∗ = τ0A(w∗, v∗) ≤ τ0A(w∗, τ0w

∗) ≤ (1 −
α

β
)×

A(τ0w
∗, w∗) ≤ (1 −

α

β
)A(v∗, w∗) = (1 −

α

β
)v∗,

что противоречит определению τ0. Тем самым, τ0 = 1. Поскольку по постро-
ению v∗ ≤ w∗, тогда v∗ = w∗ = u, u = A(u, u). Наконец, из максимального и
минимального свойств парной неподвижной точки (v∗, w∗) следует единствен-
ность u. Теорема доказана.

Замечание 2. При изучении эллиптической краевой задачи полная непре-
рывность оператора A следует из оценки функции Грина оператора (2.1):

0 ≤ G(x, y) ≤







k|x− y|2−n, n > 2,

k| ln |x− y||, n = 2,



полученной в работе [25], где x ∈ Ω̄; y ∈ Ω; x 6= y; |x − y|- расстояние между
точками x, y. В этой же работе доказана u0- положительность (свойство (4)).

4. Математическая модель баланса плотностей плазмы в установке
типа токамак и свойства ее стационарных решений. В общем случае,
математическая модель, описывающая эволюционный процесс в тороидальной
плазме, обладающей аксиальной симметрией представляет собой двумерную
задачу. Однако благодаря существенному различию (на несколько порядков)
характерных времен переноса вдоль и поперек магнитных поверхностей ее уда-
ется достаточно хорошо описать в рамках одномерных моделей, получивших
название транспортных [36]. Их основу составляет система диффузионных
уравнений [37], выражающих баланс частиц и энергии на каждой магнитной
поверхности. Причем снижение размерности изучаемой задачи достигается за
счет усреднения, рассматриваемых величин и потоков по магнитным поверхно-
стям, отражающего высокую скорость продольного перемещения. Наконец, от-
метим, что диффузионные модели идеально приспособлены для изучения эво-
люции плазмы и полоидального магнитного поля в аксиально-симметричных
тороидальных замкнутых конфигурациях типа токамак.

Рассмотрим простейшую транспортную модель баланса плотностей плазмы
в установке типа токамак

nt =
α

x
(xnnx)x + γρn− n, (4.1)

(xρk)x = (−1)kxρkn, ρ = ρ0 + ρ1, k = 0, 1, (4.2)

с начальным n|t=0 = n0(x) ≥ 0 и граничными условиями

xnx|x=0 = n|x=1 = 0, (4.3)

x(ρ0 − ρ1)|x=0 = 0, ρ0|x=1 = 1. (4.4)

Здесь n− плотность плазмы; ρ0 и ρ1 - плотность летящих со стенок к оси и
встречных, соответственно, инжектируемых нейтральных частиц; x - радиус
магнитной поверхности; α > 0 - коэффициент диффузии плазмы поперек маг-
нитного поля; γ > 0 - мощность инжекции.

Исследуемая нелинейная краевая задача (4.1) - (4.4) содержит одну про-
странственную переменную x и соответствует цилиндру с трансляционной и
круговой симметриями. Причем трансляционная симметрия отражает акси-
альную симметрию исходного тора, а круговая - процедуру усреднения в пер-
пендикулярном сечении. Кроме того, предполагается, что на поверхности, с
которой просходит инжекция, задан поток нейтралов, а плотность плазмы рав-
на нулю.

Исключая из системы (4.1), (4.2), с учетом граничных условий (4.4), функ-
цию ρ приходим к уравнению

nt =
α

x
(xnnx)x +

[

2γ

x
e−
∫

1

0
n(s,t)dsch

∫ x

0
n(s, t)ds− 1

]

n. (4.5)



Стационарный аналог уравнения (4.5)

−
α

x
(xnn′)′ =

[

2γ

x
e−
∫

1

0
ndsch

∫ x

0
nds− 1

]

n, (4.6)

нагруженного граничными условиями (4.3) является предметом исследования
настоящего раздела, где n′ = d

dx
n(x).

Итак, рассмотрим краевую задачу (4.6), (4.3)

−(xu′)′ = λ(ξTu− x)u1/2 = λF (x, u, Tu), (4.7)

xu′|x=0 = u|x=1 = 0,

где u = n2; ξ = 2γ;λ = 2/α;

Tu = exp(−
∫ 1

0
u1/2ds)ch(

∫ x

0
u1/2ds). (4.8)

С использованием теоремы 2 покажем разрешимость исследуемой интегродиф-
ференциальной краевой задачи (4.7), (4.8).

Другими словами, построим нижнее и верхнее квазирешения v0, w0 ∈ C2(0, 1]∩
C1[0, 1] такие, чтобы выполнялись условия (1) - (4).

Непосредственными вычислениями, несложно проверить, что оператор Tu,
определяемый согласно (4.8) является монотонно убывающим, то есть для лю-
бых ϕ(x), ψ(x) ∈ C[0, 1], удовлетворяющих условию 0 ≤ ϕ(x) ≤ ψ(x) спра-
ведливо неравенство Tϕ(x) ≥ Tψ(x). Помимо этого 0 ≤ Tu(x) ≤ 1 для всех
u(x) ∈ C[0, 1]. Итак условие (1) выполнено. Далее, так как F (x, u, z)/u→ 0 при
u→ ∞ равномерно по x и z, тогда существует постоянная a2 > 0 такая, что

F (x, a2, z)/a2 ≤ ξ/a ≤ 1/λ, (4.9)

где z = Tu. Полагая w0 = a2 имеем

A(w0, v0) = λ
∫ 1

0
G(x, s)F (s, w0, T v0)ds ≤

≤ a2
∫ 1

0
G(x, s)ds ≤ a2 = w0, (4.10)

где G(x, s) - функция Грина, соответствующего дифференциального оператора,
определяемая формулой

G(x, s) =

{

− ln x, s ≤ x,
− ln s, x ≤ s.

(4.11)

Очевидно, что w0 = a2 будет искомым верхним квазирешением если a ≥ ξλ.
Теперь рассмотрим вспомогательную краевую задачу на собственные значе-

ния
Lz ≡ −(xz′)′ = ηxz, 0 < x < 1, (4.12)



xz′|x=0 = z|x=1 = 0.

Хорошо известно [38], что решение z(x) задачи Штурма-Лиувилля (4.12) имеет

вид z(x) = J0(η
1/2
0 x), где J0(η

1/2
0 x) - функция Бесселя; max J0 = 1, J0 > 0 при x ∈

[0, 1); η0 - главное собственное значение. Далее, предположим, что v0 = ν2z, где
ν - некоторая постоянная. Тогда учитывая (4.12) приходим к справедливости
цепочки неравенств

−(xv′0)
′ − λ(ξTw0 − x)v

1/2
0 ≤ η0ν

(

ν −
λ

η0
(ξe−a − 1)

)

≤ 0,

при условии, что
ν ≤ λ(ξe−a − 1)/η0, a ≤ ln ξ. (4.13)

Итак, если постоянная ν является достаточно малой, тогда

v0 = ν2J0(η
1/2
0 x) - нижнее квазирешение.

Так как F (x, u, Tu) = (ξTu − x)u1/2, то условие (3) будет выполнено, если
мы покажем, что имеет соотношение

τF (x, u, T (τu)) − F (x, τu, Tu) = (τu)1/2f(x, y, z, t) < 0, (4.14)

где
f(x, y, z, t) = t(ξe−tych(tz) − x) − (ξe−ych(z) − x); (4.15)

y =
∫ 1

0
u1/2ds; z =

∫ x

0
u1/2ds; t = τ 1/2; y ≤ a.

С этой целью докажем вспомогательное
Утверждение 2.Пусть ξ1 = ξ, ξ2 = ξ/(2 − ξ) и xi - вещественный корень

уравнения
exp xi = ξi(1 − xi), i = 1, 2. (4.16)

Пусть выполнено одно из условий:
(5). если 1 < ξ ≤ 2/(1−e−2), то a ≤ min{x1, x2/2}. (при ξ > 2, x2 - наименьший
из корней уравнения (4.16) для i = 2);
(6). если ξ > 2/(1 − e−2), то a ≤ x1.

Тогда f(x, y, z, t) < 0 для всех t ∈ (0, 1), x ∈ [0, 1), 0 ≤ z ≤ y ≤ a.
Доказательство. Проведем исследование на экстремум функции (4.15). Неслож-

но проверить, что fx > 0; fy = fz = 0 лишь при t = 1; f(x, y, z, t) → 0− при
t → 1−. Причем 0 ≤ z ≤ y ≤ a. В связи с этим max f(x, y, z, t) = max{f1(t) =
f(1, 0, 0, t), f2(t) = f(1, a, a, t), f3(t) = f(1, 0, 0, t)}. Сразу же отметим, что
f ′

3(t) < 0 при ξ > 1. Далее, уравнение f ′

1(t) = 0, запишется eat = ξ(1 − at),
совпадает с (4.16) для i = 1 и имеет единственное решение x1 = at1 при всех
ξ > 1. Помимо этого, f ′′

1 (t1) < 0. Аналогично, уравнение f ′
2(t) = 0 запишется

(2 − ξ)e2at = ξ(1 − 2at), совпадает с (4.16) для i = 2 и при 1 < ξ ≤ 2 обладает
единственным решением x2 = 2at2; при 2 < ξ ≤ 2/(1 − e−2) - двумя решениями
1 < x2 = 2at2 < 2 < x3 и, наконец, при ξ > 2/(1−e−2) не имеет решений. Кроме



того, f ′′

2 (t2) < 0. Тем самым, из условий (5), (6) следует, что t1 ≥ 1, t2 ≥ 1. Итак,
для всех t ∈ (0, 1), x ∈ [0, 1] и 0 ≤ z ≤ y ≤ a имеем f(x, y, z, t) < 0. Утверждение
доказано.

Замечание 3. Более того, можно показать, что условия (5), (6), входящие
в утверждение 2 являются также и необходимыми для выполнения неравенства
f(x, y, z, t) < 0 при всех t ∈ (0, 1), x ∈ [0, 1], 0 ≤ z ≤ y ≤ a.

Тем самым, с учетом утверждения 2 следует справедливость неравенства
(4.14). Отсюда заключаем, что условие (3) выполнено.

Далее, поскольку x1 = at1, a ≤ ln ξ, тогда из (4.16) для i = 1 получаем, что
x1 ≤ ln ξ, где ξ > 1. В итоге, используя утверждение 2, приходим к справедли-
вости цепочки неравенств

0 < ξ exp(−a) − 1 ≤ ξTu− x. (4.17)

Так как F (x, u, Tu) = (ξTu− x)u1/2, то в силу (4.17) непосредственно следует,
что свойство (2) имеет место при M = 0.

Наконец, покажем, что условие (4) также выполняется. В связи с этим
докажем

Утверждение 3. Пусть y(x) ≥ 0 для x ∈ [0, 1) и y(x) 6= 0. Тогда существу-
ют α, β ∈ <+ такие, что выполняется неравенство

α(1 − x) ≤
∫ 1

0
G(x, s)y(s)ds ≤ β(1 − x), (4.18)

где G(x, s)- функция Грина, определяемая согласно (4.11).
Доказательство. Справедливость этого утверждения будет следовать из лем-

мы 7.1 [25], если мы покажем, что найдется такое ε > 0, что при любых x1, x2,
удовлетворяющих включению [x1, x2] ⊂ [0, 1] имеет место неравенство

∫ x2

x1

G(x, s)ds ≥ ε
∫ 1

0
G(x, s)ds. (4.19)

С одной стороны, пусть 0 ≤ x ≤ (x1 + x2)/2, тогда
∫ x2

x1

G(x, s)ds ≥
∫ x2

(x1+x2)/2
G(x, s)ds = −

∫ x2

(x1+x2)/2
ln sds =

= −(s ln s− s)|x2

(x1+x2)/2 = a.

С другой стороны, пусть (x1 + x2)/2 ≤ x ≤ 1, тогда
∫ x2

x1

G(x, s)ds ≥
∫ (x1+x2)/2

x1

G(x, s)ds = − ln x
∫ (x1+x2)/2

x1

ds =

= −b ln x ≥ b(1 − x).

Итак, для всех x ∈ [0, 1], a > b выполняется следующая оценка
∫ x2

x1

G(x, s)ds ≥ min{a, b(1 − x)} = b(1 − x) = b
∫ 1

0
G(x, s)ds,



а следовательно и неравенство (4.19). Тем самым, приходим к справедливости
соотношения (4.18). Утверждение доказано.

Ясно, что утверждение 3 означает выполнение условия (4).
В итоге, суммируя полученные результаты, заключаем, что имеет место

Теорема 3. Пусть v0 = ν2J0(η
1/2
0 x), w0 = a2- нижнее и, соответственно,

верхнее квазирешения, 0 ≤ v0 ≤ w0. Пусть a ≥ ξλ, выполняются неравенства
(4.13) и постоянная a удовлетворяет условия утверждения 2. Тогда краевая
задача (4.7), (4.8) обладает единственным решением u(x) ∈ [v0, w0], монотон-
но убывающим по x.
Пусть n(n0(x), t) - решение задачи (4.5), (4.3) с начальным условием n(n0(x), 0) =

n0(x), n0(x) ∈ [νJ
1/2
0 (η

1/2
0 x), a], n0(x) ∈ L∞

+ (0, 1). Тогда |x1/2(n(n0(x), t)−u
1/2(x))| →

0 равномерно по x при t→ +∞.
Доказательство следует из теорем В и 2. При этом в теореме B мы считаем,

что x(u2)x ∈ L∞

+ (0, 1).Монотонность стационарного решения u(x), νJ
1/2
0 (η

1/2
0 x) ≤

u(x) ≤ a, следует из оценки (4.17) и принципа максимума.
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УДК 517.946

О РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛИНЕЙНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ,
ВОЗНИКАЮЩЕЙ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ДИФФУЗИИ

ПЛАЗМЫ ПОПЕРЕК МАГНИТНОГО ПОЛЯ И ЕЕ
РАВНОВЕСНЫХ КОНФИГУРАЦИЙ

Г.А. Рудых, А.В. Синицын

Изучается простейшая одномерная модель баланса плотностей плазмы в
установке типа токамак, сводящаяся к начально-краевой задаче для парабо-
лического уравнения второго порядка с неявным вырождением, содержащего
нелокальные (интегральные) операторы. Задача о стабилизации нестационар-
ных решений к стационарным сведена к исследованию разрешимости нелиней-
ной интегродифференциальной краевой задачи. Получены достаточные усло-
вия на параметры изучаемой краевой задачи, обеспечивающие существование и
единственность классического стационарного решения, для которого конструк-
тивно построена область притяжения.
Библ. 38 наименований.

Краткая аннотация
Методами нелинейного анализа изучается разрешимость краевой задачи с

нелокальными (интегральными) нелинейностями, возникающей при математи-
ческом моделировании ограниченной плазмы в установке типа токамак.


