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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ПОСТРОЕНИЕ АНИЗОТРОПНЫХ РЕШЕНИЙ

МНОГОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИФФУЗИИ.I

1.Введение. Рассмотрим многомерное уравнение нелинейной теплопровод-

ности

ut = ∇ · (K(u)∇u) ≡ ∆(u), u
4
= u(x, t) : Ω ×<

+
→ <+,x ∈ <n, (1.1)

где Ω ⊂ <n - ограниченная область; <+ = (0,∞);<
+

= {t : 0 ≤ t < +∞}; u(x, t) ≥

0 -температура среды; K(u) - функция, определенная при всех u ∈ <+;K(u) > 0

при u > 0;K(0) ≥ 0;K(u) - коэффициент нелинейной теплопроводности сре-

ды; (u) =
∫ t

0
K(ξ)dξ. Далее, относительно функции (u) будем предполагать,

что (u) ∈ C∞(<+)
⋂

C1(<
+
), ′(u) > 0 для u 6= 0, (0) = 0, ′ ≥ 0, или (u) ∈

C∞(<+)
⋂

C(<
+
), (0) = 0, ′(u) > 0 для u 6= 0, ′(+0) = +∞. Уравнения вида (1.1)

возникают во многих моделях математической физики, его исследование явля-

ется актуальным для современной теории нелинейных уравнений с частными

производными и ее приложений. Помимо этого, уравнение (1.1) принадлежат к

классу, так называемых, вырождающихся параболических уравнений, строгая

математическая теория которых берет свое начало в сравнительно недавних

исследованиях. Укажем, например, работы [1-7] в которых обсуждаются неко-

торые особые свойства решений уравнения (1.1), связанные с его вырождени-

ем. Таким образом, нелинейное уравнение (1.1) является параболическим при

u > 0, а при u = 0 вырождается в нелинейное эволюционное уравнение первого

порядка.

Построению точных неотрицательных решений уравнения (1.1) посвящено

большое число публикаций [1,5,6,8-26], в которых отмечается актуальность дан-

ного направления исследований.

В настоящей работе, которая примыкает к публикациям [8-11,14-16,19,20,

27-35], получены новые точные, неавтомодельные, анизотропные по простран-

ственным переменным, явные неотрицательные решения уравнения (1.1) при



K(u) = uλ, λ ∈ <. В зависимости от параметра λ ∈ < будут рассмотрены слу-

чаи, когда интеграл
1
∫

0

K(u)u−1du конечен, или равен +∞, то есть

1
∫

0

uλ−1du ≤ +∞. (1.2)

Ниже предлагается и исследуется оригинальная конструкция [33-35] решения

многомерного уравнения нелинейной диффузии

ut = ∇ · (uλ∇u), u
4
= u(x, t) : Ω ×<

+
→ <+,x ∈ <n, (1.3)

где λ ∈ < - параметр нелинейной среды, значения которого различны для раз-

личных процессов переноса тепла [3]. Показано, что при определенных пред-

положениях предъявленная конструкция позволяет получить точные неотрица-

тельные решения как класса уравнений пористой среды (нестационарной филь-

трации) λ > 0, так и класса уравнений (1.3) с отрицательным показателем λ в

коэффициенте нелинейной теплопроводности. В частности, в этот класс укла-

дываются, так называемые, уравнения быстрой (−1 < λ < 0) и предельной

(λ = −1, n = 2) диффузии. В основном, полученные в этой работе точные

неотрицательные решения отмеченных выше уравнений не являются инвари-

антными с точки зрения групп точечных преобразований и групп Ли-Беклунда

[36-37].

Наиболее близкие результаты к изложенным в настоящей работе получены

в [8-10,12-16,18-20]. В частности в исследовании [19] предложен метод построе-

ния n - параметрического семейства точных неотрицательных решений u(x, t)

задачи Коши для уравнения нелинейной диффузии

ut = ∆um, u(x, 0) = u0(x),x ∈ <n, t > 0,

с начальными данными в виде конечной либо бесконечной меры, где m ∈

<;m > 0;n ∈ N ;n ≥ 2. Если 0 < m < 1, то носитель меры есть гиперпо-

верхность в <n, а при m > 1 начальная мера сосредоточена в области, огра-

ниченной поверхностью второго порядка в <k, k < n. Помимо этого, в от-

меченной работе получены новые точные неавтомодельные, анизотропные по



пространственным переменным, явные неотрицательные решения уравнения

ut = ∆ ln u, u = u(x, t),x ∈ <n, являющегося предельным случаем уравнения

быстрой диффузии. Рассмотрены случаи, когда n = 2 (уравнение предельной

диффузии) и n = 3. Хорошо известным свойством уравнений типа нестаци-

онарной фильтрации является конечность скорости изменения носителей их

решений. Первые общие результаты о конечности скорости изменения носите-

лей решений уравнений типа нестационарной фильтрации были установлены в

работах [38-40]. Кроме того, в этих работах было доказано, что сходимость ин-

теграла (1.2) является необходимым и достаточным условием конечной скоро-

сти распространения возмущений в процессах, описываемых уравнением (1.3).

Другими словами, если интеграл (1.2) расходится, то u(x, t) > 0 в <n при всех

t ∈ <+.

2. Вывод разрешающей системы для многомерного уравнения нели-

нейной диффузии. Введем в рассмотрение функции

Zk(x, t) =
1

2
(x, Ak(t)x) + (x,Bk(t)) + Ck(t), (2.1)

где x ∈ <n;Ak(t) = [akij(t)] -матрицы n× n;Bk(t) = (bk1(t), ..., bkn(t))′ -вектор-

столбцы; Ck(t)- скалярные функции; akij(t), bki(t), Ck(t) ∈ C1(<
+
) - веществен-

ные функции; k = 1, 2; i, j = 1, 2, ..., n; (·, ·) - скалярное произведение в <n. Ре-

шения уравнения (1.3) будем отыскивать в следующем виде

u(x, t) = [λ[Z1(x, t)]
p
+ + λ[Z2(x, t)]

q
+]1/λ

+ , (2.2)

где λ, p, q ∈ <;λ 6= 0; [·]+ = max{[·], 0}. Подставляя функцию (2.2) в уравнение

(1.3),после несложных преобразований приходим к соотношению

pZp−1
1

∂

∂t
Z1 + qZq−1

2

∂

∂t
Z2 =

=
(

λpZ2p−1
1 ∆Z1 + p[p(λ+ 1) − λ]Z2p−2

1 |∇Z1|
2
)

+

+
{

λqZ2q−1
2 ∆Z2 + q[q(λ+ 1) − λ]Z2q−2

2 |∇Z2|
2
}

+ (2.3)

+[λpZp−1
1 Zq

2∆Z1 + λp(p− 1)Zp−2
1 Zq

2 |∇Z1|
2+



+λqZp
1Z

q−1
2 ∆Z2 + λq(q − 1)Zp

1Z
q−2
2 |∇Z2|

2 + 2pqZp−1
1 Zq−1

2 (∇Z1,∇Z2)].

Для разделения выражения (2.3) относительно функций Z1, Z2, определяемых

формулой (2.1), воспользуемся следующим рассуждением, основанным на по-

рядке однородности [48, с.178] каждого из слагаемых уравнения (2.3). Предва-

рительно отметим, что ∆Zk(x, t) = trAk(t) и введем в рассмотрение скалярные

функции Z3 = |∇Z1|
2, Z4 = |∇Z2|

2, Z5 = (∇Z1,∇Z2). Тогда нетрудно убедить-

ся, что функции Zk(x, t), (k = 1, 2, . . . , 5), входящие в соотношение (2.3) имеют

одинаковую структуру. Действительно, каждая из них состоит из трех слагае-

мых: квадратичной
n
∑

i,j=1

rij(t)xixj, линейной
n
∑

i

si(t)xi форм и скалярной функ-

ции h(t). Рассмотрим порядок однородности каждого из слагаемых уравнения

(2.3). Итак, имеем: первое слагаемое в левой части уравнения (2.3) имеет по-

рядок однородности p, второе - q, каждое из слагаемых, стоящих в круглых

скобках - (2p − 1), в фигурных скобках - (2q − 1), и, наконец, в квадратных

скобках - (p + q − 1). Исследуя полученные порядки однородностей легко ви-

деть, что функции Z1, Z2, входящие в уравнение (2.3) разделяются, например,

при q = 1. В этом случае формула (2.2) принимает вид

u(x, t) =

[

λ[Z1(x, t)]
p
+ + λZ2(x, t)

]1/λ

+

, (2.4)

а соотношение (2.3) запишется

pZp−1
1

∂

∂t
Z1 +

∂

∂t
Z2 =

(

λpZ2p−1
1 ∆Z1 + p[p(λ+ 1) − λ]Z2p−2

1 |∇Z1|
2
)

+

+
{

λZ2∆Z2 + |∇Z2|
2
}

+ [λpZp−1
1 Z2∆Z1 + λp(p− 1)Zp−2

1 Z2|∇Z1|
2+ (2.5)

+λZp
1∆Z2 + 2pZp−1

1 (∇Z1,∇Z2)].

Тем самым, приравнивая в (2.5) слагаемые с одинаковыми порядками одно-

родности приходим к системе трех уравнений на функции Z1, Z2. Итак, имеет

место

Теорема 1. Многомерное уравнение нелинейной диффузии (1.3) имеет точ-

ное неотрицательное решение вида

u(x, t) =

[

λ[
1

2
(x, A1(t)x) + (x,B1(t)) + C1(t)]

p
++ (2.6)



+λ[
1

2
(x, A2(t)x) + (x,B2(t)) + C2(t)]

]1/λ

+

,

если матрицы Ak(t) с элементами akij(t) ∈ C1(<
+
), вектор-столбцы Bk(t) с

компонентами bki(t) ∈ C1(<
+
) и скалярные функции Ck(t) ∈ C1(<

+
), (i, j =

1, 2, . . . , n, k = 1, 2) связаны соотношениями

∂

∂t
Z2 = λZ2∆Z2 + |∇Z2|

2, (2.7)

pZ1
∂

∂t
Z1 = pλZ1Z2∆Z1 + λZ2

1∆Z2+

+λp(p− 1)Z2|∇Z1|
2 + 2pZ1(∇Z1,∇Z2),

λZ1∆Z1 + [p(λ+ 1) − λ]|∇Z1|
2 = 0,

где Z1, Z2 - функции, определяемые согласно (2.1); λ, p ∈ <;λ 6= 0.

Соотношения (2.7) будем называть разрешающей системой для уравнения

нелинейной диффузии (1.3). Причем с учетом введенных выше функций Z3, Z4, Z5

первое и третье уравнения разрешающей системы (2.7) имеют порядок однород-

ности один, а второе - два.

Наконец отметим, что уравнения, подобные (2.3) все слагаемые которых

имеют одинаковый порядок однородности возникают и расщепляются мето-

дом Хироты [49], являющимся эффективным инструментом построения точ-

ных решений одномерных нелинейных эволюционных уравнений. В частности,

этим методом (с незначительными модификациями и с использованием Паде-

апроксимации), в работе [48, с.177-209] строятся точные одно и двухфазные

решения широкого класса одномерных полулинейных параболических уравне-

ний.

Решение (2.6) уравнения (1.3) можно назвать решением в виде "конечных

сумм". Отметим, что в работе [12] предложен метод обобщенного разделения

переменных, позволяющий строить частные точные решения

v(x, t) =
k
∑

i=1

ai(t)fi(x), (S)



широкого класса нелинейных дифференциальных уравнений с частными про-

изводными вида

T p(v) = Xq(v), (E)

где T p(v) - многочлен степени p от функции v(x, t) и ее производных по t ∈

<1;Xq(v) - многочлен степени q от функции v(x, t) и ее производных по x ∈

<1; ai(t), fi(x) - некоторые достаточно гладкие функции, подлежащие определе-

нию. В конечном итоге, конструкции (S), (E) приводят к необходимости иссле-

дования совместности двух систем обыкновенных дифференциальных уравне-

ний (ОДУ), одна из которых содержит только функции от t , а вторая - только

функции от x. Другими словами, системы ОДУ, получаемые после подстановки

конструкции (S) в исследуемое уравнение (E) являются переопределенными [47]

(число уравнений превосходит число искомых функций, подлежащих определе-

нию). Представление частных точных решений в виде "конечных сумм" исполь-

зовалось рядом авторов [1,8-12,14,22,25,41-43] для анализа различных классов

нелинейных уравнений.

3. Исследование разрешающей системы уравнений. В общем слу-

чае, исследование разрешающей системы уравнений (2.7) связано с больши-

ми трудностями. Поэтому рассмотрим частный случай, когда (2.7) сводится к

переопределенной (число уравнений больше числа искомых функций) системе

алгебро-дифференциальных уравнений (АДУ), разрешимой при определенных

предположениях.

Итак, пусть ξ = p(λ + 1) − λ ,ξ 6= 0, тогда разрешающая система уравнений

(2.7) запишется
∂

∂t
Z2 = λZ2∆Z2 + |∇Z2|

2, (3.1)

∂

∂t
Z1 = σZ2∆Z1 + τZ1∆Z2 + 2(∇Z1,∇Z2), (3.2)

λZ1∆Z1 + ξ|∇Z1|
2 = 0, (3.3)

где σ = pλ/ξ; τ = λ/p; p, λ ∈ <;λ 6= 0; p 6= 0.



Теорема 2. Пусть Ak(t) -симметричные матрицы с элементами akij(t) ∈

C1(<
+
), Bk(t) - вектор-столбцы с компонентами bki(t) ∈ C1(<

+
) и Ck(t) ∈

C1(<
+
) - скалярные функции. Тогда для того, чтобы функции Z1, Z2, опреде-

ляемые соотношением (2.1) удовлетворяли разрешающей системе (3.1)-(3.3)

необходимо и достаточно, чтобы Ak(t),Bk(t), Ck(t) удовлетворяли системе

АДУ

Ȧ2 = 2A2
2 + λ(trA2)A2, (3.4.1)

Ḃ2 = 2A2B2 + λ(trA2)B2, (3.4.2)

Ċ2 = |B2|
2 + λ(trA2)C2, (3.4.3)

Ȧ1 = 4A1A2 + τ(trA2)A1 + σ(trA1)A2, (3.4.4)

Ḃ1 = 2(A1B2 + A2B1) + τ(trA2)B1 + σ(trA1)B2, (3.4.5)

Ċ1 = 2(B1,B2) + τ(trA2)C1 + σ(trA1)C2, (3.4.6)

λ(trA1)A1 + 2ξA2
1 = 0, (3.4.7)

λ(trA1)B1 + 2ξA1B1 = 0, (3.4.8)

λ(trA1)C1 + ξ|B1|
2 = 0, (3.4.9)

где σ = pλ/ξ; τ = λ/p; p, λ ∈ <;λ 6= 0; p 6= 0; ξ = p(λ + 1) − λ; ξ 6= 0; trAk =
n
∑

i=1

akii(t) - след матрицы k(t); k = 1, 2.

Доказательство. Пусть функции Z1, Z2 определяемые согласно (2.1) удо-

влетворяют разрешающей системе (3.1)-(3.3). Тогда в силу симметричности

матриц k(t) имеем

|∇Zk|
2 = (x, A2

kx) + 2(x, AkBk) + |Bk|
2, (3.5)

(∇Z1,∇Z2) = (x, A1A2x) + (x, A1B2 + A2B1) + (B1,B2),

причем

∇Zk = Akx + Bk,∆Zk = ∇ · (∇Zk) = trAk, (3.6)

∂

∂t
Zk =

1

2

(

x, Ȧkx

)

+
(

x, Ḃk

)

+ Ċk;x ∈ <n; k = 1, 2. (3.7)



Легко видеть, что с учетом соотношений (3.5)-(3.7) из (3.1)-(3.3) следует система

АДУ (3.4).

Покажем, что из уравнений (3.4.1)-(3.4.3) системы АДУ (3.4) следует спра-

ведливость соотношения (3.1). В самом деле, пусть k = 2, тогда исходя из (3.7)

и принимая во внимание формулы (3.5), (3.6) имеем

∂

∂t
Z2 =

1

2

(

x, [2A2
2 + λ(trA2)A2]x

)

+ (x, 2A2B2 + λ(trA2)B2)+

+|B2|
2 + λ(trA2)C2 = λ(trA2)

[

1

2
(x, A2x) + (x,B2) + C2

]

+

+

[

(x, A2
2x) + 2(x, A2B2) + |B2|

2

]

= λZ2∆Z2 + |∇Z2|
2.

Аналогично доказывается, что уравнений (3.4.4)-(3.4.6) системы АДУ (3.4) сле-

дует соотношение (3.2), а из (3.4.7)-(3.4.9) - (3.3). Теорема доказана.

Теоремы 1, 2 приводят к следующему результату

Утверждение 1. Если симметричные матрицы Ak(t) с элементами akij(t) ∈

C1(<
+
), вектор-столбцы Bk(t) с компонентами bki(t) ∈ C1(<

+
) и скалярные

функции Ck(t) ∈ C1(<
+
) удовлетворяют переопределенной системе уравне-

ний (3.4), тогда функция (2.6) является точным неотрицательным решением

многомерного уравнения нелинейной диффузии (1.3).

Рассмотрим решение u(x, t) уравнения (1.3) вида (2.4) при Z1(x, t) ≡ 0, то

есть

u(x, t) =

[

λ
[

1

2
(x, A2(t)x) + (x,B2(t)) + C2(t)

]

]1/λ

+

. (3.8)

В этом случае в системе АДУ (3.4) A1(t) ≡ 0,B1(t) ≡ 0, C1(t) ≡ 0 и она сводится

к системе ОДУ

Ȧ2 = 2A2
2 + λ(trA2)A2, Ḃ2 = 2A2B2 + λ(trA2)B2, Ċ2 = |B2|

2 + λ(trA2)C2, (3.9)

полученной и частично исследованной в работе [30]. Предположим, что при

t = 0 заданы вещественная симметричная матрица A2(0) ∈ Mn(<), вектор-

столбец B2(0) ∈ Mn,1(<) и скаляр C2(0) ∈ <, где Mn(<) - множество n × n

матриц с элементами из <;Mn,k(<) - множество n × k матриц с элементами



из < [44].Представим матрицу A2(0) в виде A2(0) = SD(0)S ′, где S ∈ Mn(<)

- ортогональная матрица, то есть SS ′ = S ′S = I; I - единичная матрица;

D(0) = diag[d1(0), . . . , dn(0)] - диагональная матрица; dl(0) ∈ < - собственные

значения матрицы A2(0); l = 1, 2, . . . n. Представимость любой вещественной

симметричной матрицы в таком виде хорошо известна [44]. Покажем, что если

функции A2(0),B2(0), C2(0) определены, то решение задачи Коши для системы

ОДУ (3.9) сводится к решению задачи Коши для некоторого скалярного нели-

нейного ОДУ. Более точно, справедлив один из основополагающих результатов

этой работы.

Теорема 3. Пусть заданы вещественные симметричные матрицы A2(0), S ∈

Mn(<), вектор-столбец B2(0) ∈ Mn,1(<) и скаляр C2(0) ∈ <. Пусть, помимо

этого, z(t) - вещественное решение задачи Коши

ż(t) =
n
∏

l=1

[1 − 2dl(0)z(t)]−λ/2, z(0) = 0, ż(t) =
d

dt
z(t). (3.10)

Тогда решение задачи Коши

Ȧ2(t) = 2A2
2(t) + λ[trA2(t)]A2(t), A2(t)|t=0 = A2(0), (3.11)

Ḃ2(t) = 2A2(t)B2(t) + λ[trA2(t)]B2(t), B2(t)|t=0 = B2(0), (3.12)

Ċ2(t) = |B2(t)|
2 + λ[trA2(t)]C2(t), C2(t)|t=0 = C2(0), (3.13)

имеет вид

A2(t) = ż(t)SQ(t)S ′A2(0), (3.14)

B2(t) = ż(t)SQ(t)S ′
B2(0), (3.15)

C2(t) = ż(t)[C2(0) + z(t)(Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))]. (3.16)

Причем A2(t) - симметричная матрица для всех t из области ее определения,

где

Q(t) = diag

[

[1 − 2d1(0)z(t)]−1, . . . , [1 − 2dn(0)z(t)]−1

]

; (3.17)

A2(0) = SD(0)S ′;λ, dl(0) ∈ <;λ 6= 0, dl(0) 6= 0; l = 1, 2, . . . , n.



Доказательство. Пусть A2(t),B2(t), C2(t) определяются формулами (3.14)-

(3.17). Покажем, что эти функции являются решением задачи Коши (3.11)-

(3.13). Для удобства записи, введем обозначение v(t) = trA2(t) и вычислим

след матрицы A2(t). Исходя из (3.14) легко видеть, что справедлива цепочка

равенств

v(t) = trA2(t) = tr(ż(t)SQ(t)S ′A2(0)) = tr (ż(t)SQ(t)D(0)S ′) =

= ż(t)tr (Q(t)D(0)) = ż(t)
n
∑

k=1

dk(0)

1 − 2dk(0)z(t)
, (3.18)

где Q(t) - диагональная матрица вида (3.17). С другой стороны, так как

1− 2dl(0)z(t) 6= 0 для l = 1, 2, . . . , n в силу условия z(0) = 0, то дифференцируя

(3.10) по t, получим

z̈(t) = λ

[

n
∑

k=1

dk(0)

1 − 2dk(0)z(t)

]

ż2(t) = λv(t)ż(t), (3.19)

причем ż(0) = 1, z(0) = 0. Кроме того, непосредственным дифференцированием

(3.17) нетрудно показать, что матрица Q(t) удовлетворяет задаче Коши

Q̇(t) = 2ż(t)D(0)Q2(t) = 2ż(t)Q2(t)D(0), Q(t)|t=0 = I. (3.20)

Установим, что матрица A2(t) вида (3.14) удовлетворяет уравнению (3.11). Дей-

ствительно, дифференцируя (3.14) и учитывая формулы (3.18)-(3.20) имеем

Ȧ2(t) = z̈(t)SQ(t)S ′A2(0) + ż(t)SQ̇(t)S ′A2(0) =

= λv(t)ż(t)SQ(t)S ′A2(0) + 2ż2(t)SQ2(t)D(0)S ′A2(0) =

= λv(t)A2(t) + 2ż2(t)SQ(t)D(0)S ′SQ(t)S ′A2(0) =

= λv(t)A2(t) + 2ż2(t) (SQ(t)D(0)S ′) (SQ(t)D(0)S ′) =

= λ (trA2(t))A2(t) + 2A2
2(t).

Убедимся, что вектор-столбец B2(t) вида (3.15) является решением уравнения

(3.12). Дифференцируя (3.15) и используя (3.18)-(3.20) получим

Ḃ2(t) = z̈(t)SQ(t)S ′
B2(0) + ż(t)SQ̇(t)S ′

B2(0) =



= λv(t)ż(t)SQ(t)S ′
B2(0) + 2ż2(t)SQ2(t)D(0)S ′

B2(0) =

= λv(t)B2(t) + 2(ż(t)SQ(t)D(0)S ′) (ż(t)SQ(t)S ′
B2(0)) =

= λ (trA2(t))B2(t) + 2A2(t)B2(t).

Помимо этого, из (3.17) следует, что Q(t) = (I − 2z(t)D(0))−1 , то есть

(I − 2z(t)D(0))Q(t) = I или, что тоже самое

Q(t) = I + 2z(t)Q(t)D(0). (3.21)

Наконец, с учетом формул (3.18)-(3.21) нетрудно убедиться, что скалярная

функция C2(t), определяемая согласно (3.16) удовлетворяет уравнению (3.13).

В самом деле, дифференцируя (3.16) и принимая во внимание соотношения

(3.18)-(3.21) приходим к справедливости цепочки равенств

Ċ2(t) = z̈(t)C2(0) + ż(t) (B2(0),B2(t)) + z(t)
(

B2(0), Ḃ2(t)
)

=

= λv(t)ż(t)C2(0) + ż(t) (B2(0),B2(t)) + z(t)

(

B2(0), 2A2(t)B2(t) + λv(t)B2(t)

)

=

= λv(t)

[

ż(t)C2(0) + z(t) (B2(0),B2(t))

]

+

(

B2(0), [ż(t)I + 2z(t)A2(t)]B2(t)

)

=

= λv(t)C2(t) +

(

B2(0), ż(t)S[I + 2z(t)Q(t)D(0)]S ′
B2(t)

)

=

= λv(t)C2(t) +

(

B2(0), ż(t)SQ(t)S ′
B2(t)

)

=

= λv(t)C2(t) +

(

ż(t)SQ(t)S ′
B2(0),B2(t)

)

= λ (trA2(t))C2(t) + |B2(t)|
2.

Окончательно, покажем, что A2(t) - симметричная матрица для всех t из об-

ласти ее определения. Пусть G(t) = SQ(t)S ′, где Q(t) определяется соглас-

но (3.17). Ясно, что G(t) - невырожденная симметричная матрица. Тогда

A2(t) = ż(t)G(t)A2(0), где A2(0) - вещественная симметричная матрица. В пер-

вую очередь, убедимся, что матрицы A2(0) и G(t) коммутируют. Действитель-

но, так как справедлива цепочка равенств

A2(0)G−1(t) = A2(0)[SQ(t)S ′]−1 = A2(0)SQ−1(t)S ′ =



= A2(0)S[I − 2z(t)D(0)]S ′ = A2(0)[SS ′ − 2z(t)SD(0)S ′] =

= A2(0)[I − 2z(t)A2(0)] = A2(0) − 2z(t)A2
2(0) =

= [I − 2z(t)A2(0)]A2(0) = G−1(t)A2(0),

то G(t)A2(0) = A2(0)G(t). Кроме того, [G(t)A2(0)]′ = A′
2(0)G′(t) = A2(0)G(t), то

есть G(t)A2(0) - симметричная матрица. Поэтому таковой является и матрица

A2(t). Теорема доказана.

Пример 1. Пусть n = 3, dl = dl(0) ∈ <, l = 1, 2, 3. Тогда, при λ = −1

решение задачи Коши (3.10) выражается в эллиптических функциях Якоби

[45]. Рассмотрим случай, когда d1d2d3 < 0. Если z(t) > 1
2d1

> 1
2d2

> 1
2d3
, то

решение задачи Коши (3.10) имеет вид

z(t) =
d2 − d1 sn2(

√

d2(d1 − d3)t+ sn−1(
√

d2/d1, k), k)

2d1d2 cn2(
√

d2(d1 − d3)t+ sn−1(
√

d2/d1, k), k)
, (1)

причем в этом случае k =

√

√

√

√

d1(d3 − d2)

d2(d3 − d1)
. При выполнении цепочки неравенств

z(t) ≥ 1
2d1

> 1
2d2

> 1
2d3

получим

z(t) =
d3 − d1 cn2(

√

d2(d1 − d3)t + sn−1(
√

(d1 − d3)/d1, k), k)

2d1d3 sn2(
√

d2(d1 − d3)t + sn−1(
√

(d1 − d3)/d1, k), k)
. (2)

Если 1
2d1

> 1
2d2

≥ z(t) > 1
2d3
, то

z(t) =
1

2d3

+
d3 − d2

2d2d3

sn2(
√

d2(d1 − d3)t + sn−1(
√

d2/(d2 − d3), k), k). (3)

Окончательно, при 1
2d1

> 1
2d2

> z(t) ≥ 1
2d3

находим

z(t) =
1

2
(d1 − d3 +(d3 − d2) sn2(

√

d2(d1 − d3)t+sn−1(
√

(d3 − d1)/(d3 − d2), k), k))×

×
1

d2(d1 − d3) + d1(d3 − d2) sn2(
√

d2(d1 − d3)t+ sn−1(
√

(d3 − d1)/(d3 − d2), k), k)
.

Исследуем случаи вырождения эллиптических функций. Так, при d2 = d3 из

формул (1), (2) получим решения с тригонометрическими функциями

z(t) =
d2 − d1 sin2(

√

d2(d1 − d2)t+ arcsin(
√

d2/d1))

2d1d2 cos2(
√

d2(d1 − d2)t+ arcsin(
√

d2/d1))
,



z(t) =
d2 − d1 cos2(

√

d2(d1 − d2)t + arcsin(
√

(d1 − d2)/d1))

2d1d2 sin2(
√

d2(d1 − d2)t + arcsin(
√

(d1 − d2)/d1))
.

Если d1 = d2, тогда двумерная задача имеет решения в гиперболических функ-

циях, вытекающие из выражений (2), (3)

z(t) =
d3 − d1 sech2(

√

d1(d1 − d3)t+ arth(
√

(d1 − d3)/d1))

2d1d3 th2(
√

d1(d1 − d3)t+ arth(
√

(d1 − d3)/d1))
,

z(t) =
1

2d3

+
d3 − d1

2d1d3

th2(
√

d1(d1 − d3)t+ arth(
√

d1/(d1 − d3))).

Итак, суммируя результаты теоремы 3 и примера 1, нетрудно получить точ-

ные, неавтомодельные, анизотропные по пространственным переменным, явные

неотрицательные решения уравнения

ut = ∆ ln u, u
4
= u(x, t) : Ω × <

+
→ <+,x ∈ <n,

для n = 2 и n = 3.

Замечание 1. Если ввести в рассмотрение матрицу

D(t) = diag[d1(t), . . . , dn(t)], dl(t) =
dl(0)

1 − 2dl(0)z(t)
ż(t), (3.22)

связанную с матрицей Q(t), определяемой согласно (3.17), соотношением

D(t) = ż(t)Q(t)D(0), D(0) = S ′A2(0)S, (3.23)

то решение (3.14)-(3.16) задачи Коши (3.11)-(3.13) запишется

A2(t) = SD(t)S ′, (3.24)

B2(t) = SD−1(0)D(t)S ′
B2(0), (3.25)

C2(t) = ż(t)C2(0) + z(t)
(

B2(0), SD−1(0)D(t)S ′
B2(0)

)

, (3.26)

где dl(t) - вещественные собственные значения матрицы A2(t); l = 1, 2, . . . , n.

Замечание 2. Из теоремы 3 и теоремы об единственности решения [46]

следует, что формулами (3.14)-(3.16) определяются все решения задачи Коши

(3.11)-(3.13) с вещественной симметричной начальной матрицей A2(0). В самом



деле, в исследуемой задаче Коши (3.11)-(3.13) нелинейным является лишь урав-

нение (3.11). Единственность решения матричного уравнения (3.11) следует из

того факта, что в любом ограниченном подмножестве <n×n правая часть этого

уравнения удовлетворяет условию Липшица, и значит, применима классическая

теорема единственности решения для нормальной системы ОДУ.

Из утверждения 1 и теоремы 3 следует, что справедливо

Утверждение 2. Если симметричная матрица A2(t), вектор-столбец B2(t)

и скалярная функция C2(t) имеют соответственно вид (3.14), (3.15), (3.16),

тогда уравнение нелинейной диффузии (1.3) обладает точным, неавтомодель-

ным, анизотропным по пространственным переменным, явным неотрица-

тельным решением (3.8).

Так как функции A2(t),B2(t), C2(t) нами определены (см. формулы (3.14)-

(3.16) или (3.24)-(3.26)), то перейдем к исследованию системы ОДУ (3.4.4)-

(3.4.6).

4. Существование решений задачи Коши для системы ОДУ (3.4.4)-

(3.4.6).

Утверждение 3. Пусть матрица A2(t) имеет вид

A2(t) = ż(t)SQ(t)S ′A2(0), (4.1)

u(t) = trA1(t), v(t) = trA2(t);A1(0), A2(0) ∈Mn(<) - вещественные симметрич-

ные матрицы. Тогда задача Коши

Ȧ1(t) = 4A1(t)A2(t) + τv(t)A1(t) + σu(t)A2(t), A1(t)|t=0 = A1(0), (4.2)

имеет следующее решение

A1(t) = [ż(t)]τ/λ

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

τ
λu(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G2(t), (4.3)

где G(t) = SQ(t)S ′; u(t) - функция, удовлетворяющая линейному интегрально-

му уравнению Вольтерра второго рода

u(t) = σ
∫ t

0
K(t, η)u(η)dη + f(t), (4.4)



с ядром

K(t, η) =

[

ż(t)

ż(η)

]τ/λ

ż(η)tr[Q2(t)Q−1(η)D(0)], (4.5)

и свободным членом

f(t) = [ż(t)]τ/λtr[A1(0)G2(t)], (4.6)

τ = λ/p; σ = λp/ξ; ξ = p(λ+1)−λ. Кроме того, для симметричности A1(t) при

всех t из области ее определения необходимо и достаточно, чтобы матрицы

A1(0), A2(0) коммутировали

A1(0)A2(0) = A2(0)A1(0). (4.7)

Доказательство. Прежде всего отметим, что из уравнения (3.20), в силу (3.17)

и соотношения A2(0) = SD(0)S ′, следует справедливость задачи Коши

Ġ(t) = 2ż(t)G2(t)A2(0), G(t)|t=0 = I. (4.8)

Легко видеть, что G(t)A2(0) = A2(0)G(t) и G(t)Ġ(t) = Ġ(t)G(t). Наконец, на-

помним, что функция z(t) удовлетворяет помимо (3.10) ОДУ (3.19). С учетом

этого покажем, что матрица A1(t) является решением задачи Коши (4.2). В

самом деле, дифференцируя (4.3), принимая во внимание формулы (4.1), (4.2),

(4.8) и учитывая, что τ/λ = 1/p, p ∈ <, p 6= 0 имеем

Ȧ1(t) =
1

p
[ż(t)]

1

p
−1z̈(t)

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G2(t)+

+σż(t)u(t)G−1(t)A2(0)G2(t)+

+2[ż(t)]
1

p

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G(t)Ġ(t) =

= τv(t)[ż(t)]
1

p

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G2(t)+

+σu(t)ż(t)G(t)A2(0)+

+4[ż(t)]
1

p

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)G−1(η)A2(0)dη + A1(0)

]

G2(t)ż(t)G(t)A2(0) =

= τv(t)A1(t) + σu(t)A2(t) + 4A1(t)A2(t).



Теперь, исходя из (4.3) вычислим след u(t) матрицы A1(t). Итак, справедлива

цепочка равенств

u(t) = trA1(t) = tr

[

σ
∫ t

0
[ż(t)]

1

p [ż(η)]1−
1

pu(η)G−1(η)A2(0)G2(t)dη+

+[ż(t)]
1

pA1(0)G2(t)

]

=

= σ
∫ t

0

[

ż(t)

ż(η)

]
1

p

ż(η)tr[G−1(η)A2(0)G2(t)]u(η)dη + [ż(t)]
1

p tr[A1(0)G2(t)] =

= σ
∫ t

0

[

ż(t)

ż(η)

]
1

p

ż(η)tr[Q2(t)Q−1(η)D(0)]u(η)dη + f(t) =

= σ
∫ t

0
K(t, η)u(η)dη + f(t).

Откуда следует, что функция u(t) удовлетворяет линейному интегральному

уравнению Вольтерра второго рода (4.4) с ядром (4.5) и свободным членом

(4.6). Тем самым мы показали, что матрица A1(t) является решением задачи

Коши (4.2). Для завершения доказательства осталось установить тот факт, что

соотношение (4.7) является необходимым и достаточным условием симметрич-

ности матрицы A1(t) для всех t из области определения последней.

Пусть равенство (4.7) выполняется. Отметим, что A2(0) = SD(0)S ′ и G(t) =

SQ(t)S ′ - невырожденная симметричная матрица. Учитывая сказанное, нетруд-

но убедиться, что матрицы A1(0) и G−1(t) коммутируют. Действительно, в этом

случае имеет место цепочка равенств

A1(0)G−1(t) = A1(0)[SQ(t)S ′]−1 = A1(0)SQ−1(t)S ′ =

= A1(0)S[I − 2z(t)D(0)]S ′ = A1(0)[SS ′ − 2z(t)SD(0)S ′] =

= A1(0)[I − 2z(t)A2(0)] = A1(0) − 2z(t)A1(0)A2(0) =

= A1(0) − 2z(t)A2(0)A1(0) = [I − 2z(t)A2(0)]A1(0) = G−1(t)A1(0).

Следовательно A1(0)G(t) = G(t)A1(0), A1(0)G2(t) = G2(t)A1(0). Заметим, что

поскольку [A1(0)G2(t)]′ = [G2(t)]′[A1(0)]′ = [G′(t)]2[A1(0)]′ = G2(t)A1(0) = A1(0)G2(t),



то матрица A1(0)G2(t) является симметричной. Выше мы показали справедли-

вость соотношения A2(0)G(t) = G(t)A2(0). Тем самым A2(0)G2(t) = G2(t)A2(0).

Отсюда сразу следует симметричность матрицы A2(0)G2(t). В самом деле, име-

ем [A2(0)G2(t)]′ = [G2(t)]′[A2(0)]′ = [G′(t)]2[A2(0)]′ = G2(t)A2(0) = A2(0)G2(t).

Учитывая полученные результаты и переписывая матрицу A1(t) в форме

A1(t) = σ[ż(t)]
1

p

[

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)Q−1(η)dη

]

A2(0)G2(t) + [ż(t)]
1

pA1(0)G2(t), (4.9)

легко видеть, что она симметричная для всех t из области ее определения.

Докажем обратное. Пусть матрица A1(t), определяемая формулой (4.9) яв-

ляется симметричной. Поскольку A2(0)G2(t) - симметричная матрица, то и

матрица A1(0)G2(t) должна быть симметричной, что эквивалентно, в силу сим-

метричности A1(0), G2(t) их коммутации A1(0)G2(t) = G2(t)A1(0). Значит имеет

место соотношение G−2(t)A1(0) = A1(0)G−2(t), то есть матрицы G−2(t) и A1(0)

коммутируют. Напомним, что G−1(t) = SQ−1(t)S ′ = I − 2z(t)A2(0). Отсюда

следует, что G−2(t) = I − 4z(t)A2(0) + 4z2(t)A2
2(0). В итоге, имеет место соотно-

шение

[I − 4z(t)A2(0) + 4z2(t)A2
2(0)]A1(0) = A1(0)[I − 4z(t)A2(0) + 4z2(t)A2

2(0)].

Расписывая это равенство и учитывая, что z(t) 6= 0 получим

A2(0)A1(0) − z(t)A2
2(0)A1(0) = A1(0)A2(0) − z(t)A1(0)A2

2(0).

Поскольку z(0) = 0, то полагая t = 0, из последнего соотношения следует

формула (4.7). Утверждение доказано.

Покажем, что из теоремы 3 и утверждения 3 следует

Теорема 4. Пусть A2(t), A1(t) - вещественные симметричные матрицы

вида (4.1), (4.3), удовлетворяющие уравнениям (3.4.1), (3.4.4) и определенные

при t = 0, то есть A2(t)|t=0 = A2(0) ∈ Mn(<), A1(t)|t=0 = A1(0) ∈Mn(<). Тогда

существуют вещественные диагональные D(0) = diag[d1(0), . . . , dn(0)],Λ(0) =

diag[λ1(0), . . . , λn(0)] и ортогональная S ∈Mn(<) матрицы такие, что

A2(t) = ż(t)SQ(t)D(0)S ′, (4.10)



A1(t) = [ż(t)]
1

p

+S

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)Q−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t)S ′, (4.11)

где u(t) - решение линейного интегрального уравнения Вольтерра второго рода

(4.4) с ядром (4.5) и свободным членом

f(t) = [ż(t)]
1

p tr[Λ(0)Q2(t)]; (4.12)

Q(t) - диагональная матрица, определяемая согласно (3.17).

Доказательство. Ясно, что вещественные, симметричные матрицы A2(t),

A1(t), определяемые посредством формул (4.1), (4.3) удовлетворяют задачам

Коши (3.11), (4.2). Причем матрицы A2(0), A1(0) коммутируют, то есть выпол-

няется соотношение (4.7). С другой стороны, при определенных предположе-

ниях две вещественные, симметричные, коммутирующие матрицы A2(0), A1(0)

могут быть одновременно приведены к диагональному виду. В самом деле [44],

необходимым и достаточным условием существования вещественной ортого-

нальной матрицы S такой, что S ′A1(0)S = Λ(0), S ′A2(0)S = D(0), является ком-

мутация матриц A1(0), A2(0). Отсюда имеем A1(0) = SΛ(0)S ′, A2(0) = SD(0)S ′.

Подставляя эти выражения в (4.1), (4.3) приходим к формулам (4.10), (4.11).

Помимо этого, из (4.6) следует справедливость соотношения (4.12). Теорема

доказана.

Теперь, поскольку функции B2(t), A2(t), A1(t), v(t) = trA2(t), u(t) = trA1(t)

нами определены, то покажем, что имеет место

Утверждение 4. Пусть вектор-столбец B2(t) и матрицы A2(t), A1(t) опре-

деляются соответственно формулами (3.15) и (4.10), (4.11). Пусть, кроме

того, функция v(t) имеет вид (3.18), а u(t) - решение линейного интегрально-

го уравнения Вольтерра второго рода (4.4) с ядром (4.5) и свободным членом

(4.12). Тогда задача Коши

Ḃ1(t) = [2A2(t) + τv(t)I]B1(t) + [2A1(t) + σu(t)I]B2(t),B1(t)|t=0 = B1(0), (4.13)

обладает следующим решением

B1(t) = [ż(t)]
1

pSQ(t)

[

σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)Q−1(η)dη

)

Q(t)S ′
B2(0)+ (4.14)



+2z(t)Q(t)Λ(0)S ′
B2(0) + S ′

B1(0)

]

.

Доказательство. Введем в рассмотрение вектор-столбец

IB1(t) = σ

(

∫ t

0
[ż(t)]1−

1

pu(η)Q−1(η)dη

)

Q(t)S ′
B2(0)+ (4.15)

+2z(t)Q(t)Λ(0)S ′
B2(0) + S ′

B1(0).

Тогда формула (4.14) запишется

B1(t) = [ż(t)]
1

pSQ(t)IB1(t). (4.16)

Дифференцируя (4.16) по времени, приходим к соотношению

Ḃ1(t) =
1

p
[ż(t)]

1

p
−1z̈(t)SQ(t)IB1(t) + [ż(t)]

1

p

(

SQ̇(t)IB1(t) + SQ(t) ˙IB1(t)
)

.

Теперь, используя (3.19), (3.20), имеем

Ḃ1(t) = [2A2(t) + τv(t)I]B1(t) + [ż(t)]
1

pSQ(t) ˙IB1(t). (4.17)

Исходя из (4.15) вычислим ˙IB1(t). В результате получим

˙IB1(t) = σ[ż(t)]1−
1

pu(t)S ′
B2(0)+

+2σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)Q−1(η)dη

)

ż(t)Q2(t)D(0)S ′
B2(0)+

+2ż(t)Q(t)Λ(0)S ′
B2(0) + 4z(t)ż(t)Q2(t)D(0)Λ(0)S ′

B2(0).

Поскольку справедливо равенство (3.21), то

˙IB1(t) = σ[ż(t)]1−
1

pu(t)S ′
B2(0) + 2ż(t)Q2(t)Λ(0)S ′

B2(0)+

+2σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)Q−1(η)dη

)

ż(t)Q2(t)D(0)S ′
B2(0)+

После этого, нетрудно убедиться, что имеет место цепочка равенств

[ż(t)]
1

pSQ(t) ˙IB1(t) = σu(t)ż(t)SQ(t)S ′
B2(0)+

+2[ż(t)]
1

pS

(

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)Q−1(η)D(0)dη

)

Q2(t)S ′ × ż(t)SQ(t)S ′
B2(0)+



+2[ż(t)]
1

pSΛ(0)Q2(t)S ′ × ż(t)SQ(t)S ′
B2(0) = σu(t)ż(t)SQ(t)S ′

B2(0)+

+2[ż(t)]
1

pS

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)Q−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t)S ′ × ż(t)SQ(t)S ′
B2(0) =

= σu(t)IB2(t) + 2A1(t)B2(t) = [2A1(t) + σu(t)I]B2(t).

Таким образом, с учетом этого соотношения уравнение (4.17) принимает вид

Ḃ1(t) = [2A2(t) + τv(t)I]B1(t) + [2A1(t) + σu(t)I]B2(t).

Тем самым, мы показали, что функция B1(t) определяемая согласно (4.14) яв-

ляется решением этого уравнения. Наконец, учитывая, что z(0) = 0, ż(0) =

1, Q(0) = I, легко проверить, что предъявленное решение (4.14) удовлетворяет

начальному условию. Итак, функция B1(t) является решением задачи Коши

(4.13). Утверждение доказано.

Тем самым, все подготовлено для того, чтобы перейти к исследованию раз-

решимости задачи Коши для ОДУ (3.4.6). Покажем, что в этом случае спра-

ведливо

Утверждение 5. Пусть вектор-столбцы B2(t),B1(t) и скалярная функ-

ция C2(t) определяются согласно (3.15), (4.14) и (3.16). Пусть помимо этого

функция v(t) = trA2(t) имеет вид (3.18), а u(t) = trA1(t) - решение линейно-

го уравнения Вольтерра второго рода (4.4) с ядром (4.5) и свободным членом

(4.12). Тогда задача Коши

Ċ1(t) = τv(t)C1(t) + σu(t)C2(t) + 2 (B1(t),B2(t)) , C1(t)|t=0 = C1(0), (4.18)

имеет следующее решение

C1(t) = [ż(t)]
1

p

[

C1(0) + 2z(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))+

+2z2(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+ σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

× (4.19)

×
[

C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)) + z(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2

]

−

−σ
(
∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

pu(η)dη
)

|Q(t)S ′
B2(0)|2

]

,



где функция z(t) определяется из (3.10) и удовлетворяет соотношению (3.19).

Доказательство. Для упрощения записи формулы (4.19) введем обозначение

CI1(t) = C1(0) + 2z(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))+

+2z2(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+ σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

× (4.20)

×
[

C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)) + z(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2

]

−

−σ
(
∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

pu(η)dη
)

|Q(t)S ′
B2(0)|2.

Тем самым, формула (4.19) принимает вид

C1(t) = [ż(t)]
1

p CI1(t). (4.21)

Прежде всего отметим, что z(0) = 0, ż(t) = 1. Таким образом, легко видеть, что

предъявленная функция (4.19) удовлетворяет начальному условию C1(t)|t=0 =

C1(0). Дифференцируя (4.21) по времени и принимая во внимание соотношения

(3.19), (4.20) имеем

Ċ1(t) = τv(t)C1(t) + [ż(t)]
1

p ĊI1(t). (4.22)

Теперь, исходя из (4.20), нужно вычислить ĊI1(t). Итак, учитывая формулу

(3.20) получим

ĊI1(t) = 2ż(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0)) + 4z(t)ż(t)
(

Q2(t)D(0)S ′
B1(0), S ′

B2(0)
)

+

+4z(t)ż(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+8z2(t)ż(t)
(

Q3(t)Λ(0)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+σ[ż(t)]1−
1

pu(t) [C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))] + σ

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

×

×

{

ż(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)) + 2z(t)ż(t)
(

Q2(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+ż(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2 + 4z(t)ż(t)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

}

−



−4σż(t)

(

∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

.

Выражение, стоящее в фигурных скобках можно упростить. В самом деле,

используя (3.21), нетрудно убедиться, что имеет место соотношение

ż(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)) + 2z(t)ż(t)
(

Q2(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+ż(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2 + 4z(t)ż(t)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

=

= 2ż(t)
(

Q3(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

.

Таким образом, заключаем, что

ĊI1(t) = 2ż(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0)) + 4z(t)ż(t)
(

Q2(t)D(0)S ′
B1(0), S ′

B2(0)
)

+

+4z(t)ż(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+8z2(t)ż(t)
(

Q3(t)Λ(0)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+σ[ż(t)]1−
1

pu(t) [C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))] +

+2σż(t)

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

(

Q3(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

−

−4σż(t)

(

∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

.

Умножая последнее соотношение на [ż(t)]
1

p и принимая во внимание формулу

(3.21), несложно проверить, что справедлива цепочка равенств

[ż(t)]
1

p ĊI1(t) = 2[ż(t)]
1

p
+1 (Q(t)[I + 2z(t)Q(t)D(0)]S ′

B1(0), S ′
B2(0))+

+4z(t)[ż(t)]
1

p
+1
(

Q2(t)Λ(0)[I + 2z(t)Q(t)D(0)]S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+

+σu(t)C2(t) + 2σ[ż(t)]
1

p
+1

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

(

Q3(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

−

−4σ[ż(t)]
1

p
+1

(

∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

=

= σu(t)C2(t) + 2[ż(t)]
1

p
+1
(

Q2(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0)
)

+

+4z(t)[ż(t)]
1

p
+1
(

Q3(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+



+2σ[ż(t)]
1

p
+1

(

∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

(

Q3(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

−

−4σ[ż(t)]
1

p
+1

(

∫ t

0
z(η)[ż(η)]1−

1

pu(η)dη

)

(

Q3(t)D(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

=

= σu(t)C2(t) + 2(B1(t),B2(t)).

Подставляя это выражение в формулу (4.22) приходим к ОДУ

Ċ1(t) = τv(t)C1(t) + σu(t)C2(t) + 2(B1(t),B2(t)).

Таким образом, заключаем, что скалярная функция C1(t), определяемая по-

средством формулы (4.19) является решением задачи Коши (4.18). Утвержде-

ние доказано.

Замечание 3.Нетрудно проверить, что если вместо u(t) ввести в рассмот-

рение функцию

u0(t) = u(t)[ż(t)]−
1

p , (4.23)

тогда u0(t) удовлетворяет линейному интегральному уравнению Вольтерра вто-

рого рода

u0(t) = σ
∫ t

0
K0(t, η)u0(η)dη + f0(t), (4.24)

с ядром

K0(t, η) = ż(η)tr[Q2(t)Q−1(η)D(0)], (4.25)

и свободным членом

f0(t) = tr[Q2(t)Λ(0)]. (4.26)

При этом матрицы Ak(t), вектор-столбцы Bk(t) и скалярные функции Ck(t), (k =

1, 2) принимают вид

A2(t) = ż(t)SQ(t)D(0)S ′, (4.27)

B2(t) = ż(t)SQ(t)S ′
B2(0), (4.28)

C2(t) = ż(t) [C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))] , (4.29)

A1(t) = [ż(t)]
1

pS

[

σ
∫ t

0
ż(η)u0(η)Q

−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t)S ′, (4.30)



B1(t) = [ż(t)]
1

pSQ(t)

[

σ
(
∫ t

0
ż(η)u0(η)Q

−1(η)dη
)

Q(t)S ′
B2(0)+

+2z(t)Q(t)Λ(0)S ′
B2(0) + S ′

B1(0)

]

, (4.31)

C1(t) = [ż(t)]
1

p

[

C1(0) + 2z(t) (Q(t)S ′
B1(0), S ′

B2(0))+

+2z2(t)
(

Q2(t)Λ(0)S ′
B2(0), S ′

B2(0)
)

+ (4.32)

+σ
(
∫ t

0
ż(η)u0(η)dη

)

[C2(0) + z(t) (Q(t)S ′
B2(0), S ′

B2(0))+

+z(t)|Q(t)S ′
B2(0)|2] − σ

(
∫ t

0
z(η)ż(η)u0(η)dη

)

|Q(t)S ′
B2(0)|2

]

.

Замечание 4. Очевидно, что если ввести в расмотрение матрицу Λ(t) =

diag[λ1(t), . . . , λn(t)] с вещественными собственными значениями вида

λk(t) =

[

σdk(t)
∫ t

0
[1 − 2dk(0)z(η)][ż(η)]1−

1

pu(η)dη + λk(0)

]

×

×[1 − 2dk(0)z(t)]−2[ż(t)]
1

p , (k = 1, 2, . . . , n),

то формула (4.30) запишется

A1(t) = SΛ(t)S ′, (4.30)′

Λ(t) = [ż(t)]
1

p

[

σ
∫ t

0
[ż(η)]1−

1

pu(η)Q−1(η)D(0)dη + Λ(0)

]

Q2(t),

Наконец, отметим, что вопросу диагонализации квадратных матриц A(χ) =

[aij(χ)], (i, j = 1, 2, . . . , n), элементы которых суть голоморфные функции ком-

плексного переменного χ, посвящен §2, гл. II работы [50].

5. О свойствах решений системы алгебраических уравнений (3.4.7)-

(3.4.9). Полученные в п.3, 4 результаты позволяют продолжить исследование

разрешимости переопределенной системы уравнений (3.4).Это весьма сложная

задача. Поэтому, подчиним исследование системы АДУ (3.4) изучению разре-

шимости уравнений (3.4.1)-(3.4.9), рассматриваемых в определенной последо-

вательности. Известно [47], что переопределенные системы уравнений могут



вообще не иметь решений. В связи с этим покажем, что система АДУ (3.4),

которая является переопределенной имеет решения отличные от тривиального:

Ak(t) = 0,Bk(t) = 0, Ck(t) = 0, (k = 1, 2).

Теперь, наша ближайшая задача заключается в исследовании разрешимости

алгебраического уравнения (3.4.7) в классе диагональных матриц вида (4.30)′.

Итак, из (3.4.7), (4.30)′ следует, что λk(t)[λu(t)+2ξλk(t)] = 0, где u(t) = trA1(t) =
n
∑

i=1

λi(t); ξ = p(λ + 1) − λ; ξ 6= 0;λ 6= 0. Тем самым, для любого k = 1, 2, . . . , n

либо λk(t) = 0, либо λk(t) = − λ
2ξ
u(t). Следовательно, все ненулевые λk(t) равны

между собой. Пусть K = {k : λk(t) 6= 0} = m ≤ n. Тогда из соотношения

λu(t) + 2ξu(t) = 0 следует зависимость

λm ·
n
∑

i=1

λi(t) + 2ξ
∑

K

λk(t) = 0.

Так как
n
∑

i=1

λi(t) =
∑

K

λk(t) = trA1(t) 6= 0 и m = rankA1(t), то λ·rankA1(t)+2ξ =

0. Если ввести в рассмотрение функцию

ϕ(t) = −
λ

2ξ
u(t) =

trA1(t)

rankA1(t)
,

тогда ясно, что Λ(t) = ϕ(t)Em, A1(t) = ϕ(t)SEmS
′, где Em = diag[e1, . . . , en];

ek ∈ {0, 1}.

Итак, имеет место следующий результат

Утверждение 6. Пусть A1(t) = ϕ(t)SEmS
′ 6= 0, Em = diag[e1, . . . , en],

ek ∈ {0, 1}, (k = 1, 2, . . . , n), rankEm = m ∈ {1, 2, . . . , n}, ϕ(t) - произвольная ве-

щественная функция, обладающая тем свойством, что ϕ(t) 6= 0 для всех t из

области определения A1(t), S ∈ Mn(<) - вещественная ортогональная матри-

ца. Тогда, если m = −2ξ/λ, то A1(t) является решением матричного уравне-

ния (3.4.7) и выполняется соотношение

rankEm = rankA1(t) = −
2ξ

λ
, (5.1)

где ξ = p(λ+ 1) − λ; ξ 6= 0;λ, p ∈ <;λ 6= 0, p 6= 0.

Доказательство. Очевидно, что каждая из матриц Em эквивалентна [44]

матрице diag[1, . . . , 1, 0, . . . , 0] в которой ek = 1 для k = 1, 2, . . . , m и ek = 0



для k = m + 1, . . . , n. Тем самым, ниже не теряя общности будем предпола-

гать, что Em = diag[1, . . . , 1, 0, . . . , 0]. Легко видеть, что Em = E2
m, то есть

матрица Em является идемпотентной. Так как A1(t) и Em связаны соотно-

шением A1(t) = ϕ(t)SEmS
′, причем A1(t) 6= 0, ϕ(t) 6= 0, то матрицы A1(t) и

Em также эквивалентны. С другой стороны, известно, что для эквивалент-

ности двух вещественных n × n матриц необходимо и достаточно, чтобы они

имели одинаковый ранг. Из сказанного, в силу того, что rankEm = m и

m = −2ξ
λ

следует справедливость цепочки равенств (5.1). Наконец, с уче-

том того, что m = − 2ξ
λ
, Em = E2

m, ϕ(t) 6= 0, нетрудно убедиться, что матрица

A1(t) = ϕ(t)SEmS
′ удовлетворяет уравнению (3.4.7). В самом деле, имеем

λ(trA1)A1 + 2ξA2
1 = λmϕ2(t)SEmS

′ + 2ξϕ2(t)SE2
mS

′ =

= λmϕ2(t)S(Em − E2
m)S ′ ≡ 0,

где λ ∈ <;λ 6= 0;m ∈ {1, 2, . . . , n}. Причем, ясно, что A1(t) ∈ Mn(<) - веще-

ственная симметричная матрица. Утверждение доказано.

Так как с одной стороны ξ = −λm
2
, а с другой ξ = p(λ+ 1)−λ, то параметры

исследуемой системы АДУ (3.4) связаны соотношением 2p(λ+ 1) = λ(2−m). В

этом случае τ = λ
p
, σ = −2p

m
, λ 6= 0, p 6= 0.

Замечание 5. Если λ = − 2
m
, то из зависимости 2p(λ + 1) = λ(2 − m)

следует, что либо m = 2, либо p = 1, где m ∈ {1, 2, . . . , n}. Итак, если m = 2, то

λ = −1, τ = − 1
p
, σ = −p, ξ = 1, если p = 1, то λ = τ = σ = − 2

m
, ξ = 1.

В силу зависимости m = − 2ξ
λ

и с учетом вида матрицы A1(t) уравнения

(3.4.8), (3.4.9) соответственно запишутся

(I − Em)S ′
B1(t) = 0, (5.2)

|B1(t)|
2 = 2ϕ(t)C1(t). (5.3)

К исследованию выполнимости алгебраических уравнений (5.2), (5.3) мы вер-

немся ниже, после того, как будут найдены вектор-столбец B1(t) и скалярная

функция C1(t).



Всюду ниже, при фиксированном m ∈ {1, 2, . . . , n} будем отыскивать реше-

ния системы АДУ (3.4) при условии, что A1(t) = ϕ(t)SEmS
′. Дальнейшее ис-

следование системы АДУ (3.4) распадается на два независимых случая: p = 2

и p 6= 2.

Прежде чем, перейти к рассмотрению случая p 6= 2 сформулируем утвер-

ждение, которое нам понадобится в дальнейшем

Утверждение 7. Пусть p 6= 2, тогда для того, чтобы матрицы

A1(t) = ϕ(t)SEmS
′, (5.4)

A2(t) = ψ(t)SEmS
′, (5.5)

являлись решением переопределенной системы уравнений (3.4.1), (3.4.4), (3.4.7)

достаточно, чтобы функции ϕ(t), ψ(t) удовлетворяли системе ОДУ

ϕ̇(t) = (τm + σm + 4)ϕ(t)ψ(t), (5.6)

ψ̇(t) = (λm + 2)ψ2(t), (5.7)

где ϕ(t) 6= 0 для всех t из области определения A1(t);ψ(t) 6= 0 для всех t из

области определения A2(t); τ = λ
p
; σ = −2p

m
;λ ∈ <;m ∈ {1, 2, . . . , n}.

Доказательство. Из утверждения 6 следует, что матрица A1(t) вида (5.4)

является решением уравнения (3.4.7). Подставляя функцию A1(t) в матричное

уравнение (3.4.4) и учитывая формулу (3.24), после несложных преобразований,

приходим к равенству
[

ϕ̇(t)

ϕ(t)
− τtrA2(t)

]

Em =

[

4Em + σmI

]

D(t),

где D(t) - матрица, определяемая согласно (3.22). Это соотношение, в силу

вида матрицы Em, распадается на два равенства

ϕ̇(t)

ϕ(t)
− τtrA2(t) = (σm + 4)dk(t); k = 1, 2, . . . , m;

0 = σmdk(t); k = m + 1, . . . , n,

причем σm + 4 = 2(2 − p) 6= 0. Так как σm = −2p 6= 0, то dk(t) ≡ 0 для

k = m+1, . . . , n. Тем самым, если k = 1, 2, . . . , m, то собственные значения dk(t)



матрицы A2(t) не зависят от k и имеют вид

dk(t) =
1

σm + 4

[

ϕ̇(t)

ϕ(t)
− τtrA2(t)

]

4
= ψ(t), (5.8)

то есть D(t) = ψ(t)Em. Итак, если матрица A2(t) определяется согласно (5.5),

то trA2(t) = mψ(t). Формула (5.8) позволяет получить ОДУ (5.6). С другой

стороны, несложно убедиться, что из (3.4.1) с учетом (5.5) следует ОДУ (5.7).

Утверждение доказано.

Следствие 1. Если матрица A2(t) определяется формулой (5.5), тогда

A2(t) =
d(0)ż(t)

1 − 2d(0)z(t)
SEmS

′, (5.9)

причем

ψ(t) = ψ(0)[1 − 2ψ(0)z(t)]
−(λm+2)/2
+ , (5.10)

где λ ∈ <;λ 6= 0;m ∈ {1, 2, . . . , n};ψ(0) 6= 0; d(0) 6= 0.

Доказательство. Вводя обозначение qk(t) = [1 − 2dk(0)z(t)]−1, перепишем

матрицу (3.17) в видеQ(t) = diag[q1(t), . . . , qn(t)]. Из утверждения 7 следует, что

dk(0) ≡ 0 для k = m+1, . . . , n и dk(0) = ψ(0)
4
= d(0) для k = 1, 2, . . . , m. Поэтому

qk(t) = [1 − 2d(0)z(t)]−1, при k = 1, 2, . . . , m и qk(t) = 1, при k = m + 1, . . . , n.

При этом мы учли, что z(0) = 0. Тем самым,

Q(t) = [1 − 2d(0)z(t)]−1Em + (I − Em). (5.11)

С другой стороны, из (5.8) в силу (3.22) получим, что

ψ(t) = d(0)[1 − 2d(0)z(t)]−1ż(t), (5.12)

где функция ż(t) определяется согласно (3.10) и в рассматриваемом случае при-

нимает вид

ż(t) = [1 − 2d(0)z(t)]−λm/2, z(0) = 0. (5.13)

Итак, из (5.5) с учетом (5.12) следует, что имеет место формула (5.9). Кроме

того, соотношения (5.12), (5.13) приводят к справедливости (5.10). Следствие

доказано.



Замечание 6. Если λm+2 6= 0, p 6= 2, то задача Коши (5.13) имеет решение

z(t) =
1

2d(0)
−

1

2d(0)
[1 − (λm+ 2)d(0)t]

2/(λm+2)
+ , (5.14)

причем

ψ(t) = ψ(0)[1 − (λm + 2)ψ(0)t]−1. (5.15)

Если λ = − 2
m
, p 6= 2, то решение задачи Коши (5.13) определяется формулой

z(t) =
1

2d(0)
[1 − exp(−2d(0)t)], (5.16)

причем ψ(t) = ψ(0). Здесь λ ∈ <;λ 6= 0;ψ(0) = d(0) 6= 0;m ∈ {1, 2, . . . , n}.
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УДК 517.956+517.958
Рудых Г.А., Семенов Э.И.Существование и построение анизотропных решений много-

мерного уравнения нелинейной диффузии. I.

Для многомерного уравнения нелинейной диффузии

ut = ∇ · (uλ
∇u), u

4

= u(x, t) : Ω ×<
+
→ <

+
,x ∈ <

n
,

предложена оригинальная форма решений

u(x, t) =

[

λ[
1

2
(x, A1(t)x) + (x,B1(t)) + C1(t)]

p
+ + λ[

1

2
(x, A2(t)x) + (x,B2(t)) + C2(t)]

]1/λ

+

,

с помощью которой исследование исходного уравнения сведено к изучению конечномерной переопре-
деленной (число уравнений больше числа искомых функций), системе алгебро-дифференциальных

уравнений. Здесь Ak(t) - вещественные симметричные матрицы с элементами akij(t) ∈ C1(<
+
),Bk(t)

-вектор-столбцы с компонентами bki(t) ∈ C1(<
+
) и Ck(t) ∈ C1(<

+
) - скалярные функции; Ω ⊂ <n -

ограниченная область; <+ = (0,∞); λ, p ∈ <; λ, p 6= 0; k = 1, 2.

Получено явное решение задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний и изучены свойства алгебраических уравнений. Найдено многопараметрическое семейство новых
точных, неавтомодельных, анизотропных по пространственным переменным, явных неотрицатель-
ных решений исследуемого уравнения при A1(t) ≡ 0,B1(t) ≡ 0, C1(t) ≡ 0.

Библиография: 50 наименований.
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Rudykh G.A., Semenov E.I. Existence and construction of anisotropic solutions of multi-

dimensional nonlinear diffusion equation.I.

The original form of solutions

u(x, t) =

[

λ[
1

2
(x, A1(t)x) + (x,B1(t)) + C1(t)]

p
+ + λ[

1

2
(x, A2(t)x) + (x,B2(t)) + C2(t)]

]1/λ

+

,

for multi-dimensional nonlinear diffusion equation

ut = ∇ · (uλ
∇u), u

4

= u(x, t) : Ω ×<
+
→ <

+
,x ∈ <

n
,

is given. The investigation of initial equation is reduced to the finite-dimensional overdeterminate (the
number of equations is more than the number of required functions) system of algebro-differential equations

using this form. Here Ak(t) are real symmetrical matrixes with elements akij(t) ∈ C1(<
+
),Bk(t) are

vector-columns with components bki(t) ∈ C1(<
+
) and Ck(t) ∈ C1(<

+
) are scalar functions; Ω ⊂ <n is

bounded domain; <+ = (0,∞);λ, p ∈ <; λ, p 6= 0; k = 1, 2. The explicit solution of Cauchy problem for the
system of ordinary differential equations is obtained and the properties of algebraic equations are studied.
The multi-parametrical family of new exact, non-self-similar, anisotropic on space variables, explicit non-
negative solutions of the studied equation is constructed.
References: 50.


