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êÂ¯ÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÓ„ÛÚ Á‡‚Ë-
ÒÂÚ¸ ÓÚ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÓÓ·˘Â-
ÌËË ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ fl‰Ó ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ [1]. ÖÒÎË Á‡‰‡˜‡ ËÌ‚‡Ë-
‡ÌÚÌ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÍÓÚÓÓÈ „ÛÔÔ˚ ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËÈ [6], ÚÓ ‚ÒÂ ËÎË ˜‡ÒÚ¸ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚ-
Ó‚ ËÏÂ˛Ú „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÏ˚ÒÎ [2, 3]. Ç ÚÂÓËË ‚ÂÚ‚-
ÎÂÌËfl Â¯ÂÌËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ó·Î‡ÒÚ¸
‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËfl Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-
ÏÓ ÁÌ‡Ú¸ Í‡Í ÔË Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ Ë ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒ-
ÍÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ [1–3], Ú‡Í Ë ÔË ‡Á‡·ÓÚÍÂ ËÚÂ‡ˆË-
ÓÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ [4, 5].

àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔÓÌflÚËfl ÒÔÎÂÚ‡ÂÏÓ„Ó Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÛÔÓÒÚËÚ¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ë ‡ÒÒÏÓÚ-
ÂÚ¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÍÎ‡ÒÒ˚ ‡Á‚ÂÚ‚Îfl˛˘ËıÒfl Â¯Â-
ÌËÈ Ò Â‰ËÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl. îÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‚ ˝ÚÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÔË ÛÒÎÓ‚ËË
„ÛÔÔÓ‚ÓÈ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚
‡·ÓÚ‡ı [2, 3].

Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ [7, 8]) Ì‡ ̋ ÚÓÈ ÓÒÌÓ-
‚Â ÔÓ‰ÓÎÊÂÌ ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚ ‚ ‡Á‚ÂÚ‚Îfl˛˘ËıÒfl Â¯ÂÌËflı Ó·˘Ëı ÌÂ-
ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı.
èË‚Â‰ÂÌ˚ ÌÓ‚˚Â ÔËÂÏ˚ ÛÔÓ˘ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ
‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl, ‡Ò¯Ëfl˛˘ËÂ ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏ ‡Ì‡-
ÎËÁÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÈ ‡Î„ÓËÚÏËÁ‡ˆËË
ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÚÂÓËË ‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl [1, 2, 4].
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ÄÅÑìããàç, ëàÑéêéÇ

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ S, K ÏÓ„ÛÚ ‚˚ÒÚÛÔ‡Ú¸
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl „ÛÔÔ˚ G ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı E1 Ë E2
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÂÒÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ (1) ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ „ÛÔÔ˚ G. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ˝ÚÓ ÏÓ„ÛÚ
·˚Ú¸ Ë ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚, Ì‡ÔËÏÂ ÔÓ-
ÂÍÚÓ˚. èÓ˝ÚÓÏÛ ˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓ ‚‚ÂÒÚË Ë ÒÎÂ‰Û-
˛˘ÂÂ ÔÓÌflÚËÂ.

ì‡‚ÌÂÌËÂ (1) ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ (S2, K)-ÒÔÎÂÚ‡Â-
Ï˚Ï, ÂÒÎË ÓÔÂ‡ÚÓ˚ S Ë K Ú‡ÍÓ‚˚, ˜ÚÓ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÓÔÓÒ Ó Ì‡ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡
ÒÔÎÂÚÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl.

èÛÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ S Ë K* Ì‡ ËÌ‚‡Ë-

‡ÌÚÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı ,  = N(B*) ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË

(4)

ç‡fl‰Û Ò (2) ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (1)
‚ ‚Ë‰Â

(2')

„‰Â ys = y((ξ, Sϕ), λ) – Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ï‡ÎÓÂ Â¯ÂÌËÂ
Û‡‚ÌÂÌËfl

(5)

‡ Ô‡‡ÏÂÚ ξ ∈ Rn ÚÂÔÂ¸ ‚‚Ë‰Û ‡‚ÂÌÒÚ‚ (4) ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏÓÈ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl

(II)

í Â Ó  Â Ï ‡  1. ÖÒÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ (1) (S, K)-ÒÔÎÂ-
Ú‡ÂÏÓÂ, ‡ ‚Ó ÙÂ‰„ÓÎ¸ÏÓ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓÏÂ ÚÓ„Ó,
! = @, ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl Ì‡ÒÎÂ‰ÛÂÚ
Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒÔÎÂÚÂÌËfl, Ú.Â.

(6)

í Â Ó  Â Ï ‡  2. ÖÒÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ (1) (S2, K)-ÒÔÎÂ-
Ú‡ÂÏÓÂ, ÚÓ ÔË Î˛·˚ı ξ, λ ËÁ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÛÎfl
‚ÂÍÚÓ L(!ξ, λ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ
Ï‡ÚËˆ˚ @, Ú.Â.

(7)

ÖÒÎË ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (6) (‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (7)),
ÚÓ ·Û‰ÂÏ „Ó‚ÓËÚ¸, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl
(I) (!, @)-ÒÔÎÂÚ‡ÂÏÓÂ ((!2, @)-ÒÔÎÂÚ‡ÂÏÓÂ). ä‡Í
ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÚÂÓÂÏ 1, 2 ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚.

BS KB Ì‡ D, R Sx λ,( ) KR Sx λ,( ) Ì‡ Ω.= =

E1
n E2 m,*

Sϕ i a jiϕ j, !
j 1=

n

∑ aij[ ] i j, 1=
n ,= =

K∗ ψi bijψ j, @
j 1=

m

∑ bij[ ] i j, 1=
m .= =

x ξ Sϕ,( ) B+ys,+=

y R ξ Sϕ,( ) B+y+ λ,( ),=

Li !ξ λ,( ) y ξ Sϕ,( ) λ,( ) ψi,〈 〉 0,= =

i 1 2 … m., , ,=

L !ξ λ,( ) @L ξ λ,( ),=

L̃ !ξ λ,( ) ! L̃ ξ λ,( ).=

@L !ξ λ,( ) L !ξ λ,( ).=

í Â Ó  Â Ï ‡  3. èÛÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (I) (!, @)-
ÒÔÎÂÚ‡ÂÏÓÂ, rank@ = q. íÓ„‰‡ ˜ËÒÎÓ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚
ÒËÒÚÂÏÂ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl (II) ÏÓÊÌÓ ÔÓÌËÁËÚ¸ Ì‡ r =
= m – q Â‰ËÌËˆ.

í Â Ó  Â Ï ‡  4. èÛÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (I) (!2, @)-
ÒÔÎÂÚ‡ÂÏÓÂ. ÖÒÎË rank@ = q, ÚÓ ˜ËÒÎÓ Û‡‚ÌÂÌËÈ
‚ ÒËÒÚÂÏÂ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl (II) ÏÓÊÌÓ ÔÓÌËÁËÚ¸ Ì‡
r = m – q Â‰ËÌËˆ. ÖÒÎË ÊÂ rank(@ – E) = l Ë ‚ÒÂ ÒÓ·-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ˜ËÒÎ‡ Ï‡ÚËˆ˚ @ – E ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â,
ÚÓ ̃ ËÒÎÓ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÓÊÌÓ ÔÓÌËÁËÚ¸ Ì‡ l Â‰ËÌËˆ.

èÛÒÚ¸ G – Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ Rk, ÔË˜ÂÏ 0 ∈  G. ÅÛ‰ÂÏ
Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔË ‚ÒÂı α ∈ G Ë ξ, λ ËÁ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË
ÌÛÎfl ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

á‰ÂÒ¸ !(α), @(α) – Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡
Ï‡ÚËˆ, Ú‡ÍËÂ, ˜ÚÓ !(0) = E, det@(α) ≠ 0 ÔË
α ∈ G.

èÓÎÓÊËÏ

„‰Â 1 ≤ q ≤ m – 1, m1, m2, …, mm – ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÔÂ-
‚˚ı m Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ. 

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó o(c) = {@(α)c: α ∈ G} Ì‡ÁÓ‚ÂÏ Ú‡-
ÂÍÚÓËÂÈ ‚ÂÍÚÓ‡ c ËÁ Rm, ÓÚ‚Â˜‡˛˘ÂÈ Ï‡ÚËˆÂ
@(α).

í Â Ó  Â Ï ‡  5. èÛÒÚ¸ ÔË ‚ÒÂı α ∈ G Ô‡‡ (ξ*,
λ*) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ q Û‡‚ÌÂÌËflÏ ÒËÒÚÂÏ˚ ‡Á-
‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl (II), Ú.Â.

èÛÒÚ¸ ‰‡ÎÂÂ Ú‡ÂÍÚÓËfl Î˛·Ó„Ó ÌÂÌÛÎÂ‚Ó„Ó

‚ÂÍÚÓ‡ c ËÁ  ÌÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ . íÓ„‰‡
ÔË ‚ÒÂı α ∈ G Ô‡‡ (ξ*, λ*) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÔÓÎ-
ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl (II).

ì‡‚ÌÂÌËÂ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl (I'), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛-
˘ÂÂ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÛÎfl ÛÒÎÓ‚Ë˛

„‰Â detD ≠ 0, ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‡Á‚ÂÚ‚-
ÎÂÌËfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡, ‡ ÙÛÌÍˆË˛ U – Â„Ó
ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ.

í Â Ó  Â Ï ‡  6. èÛÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (1) (S, K)-ÒÔÎÂ-
Ú‡ÂÏÓÂ, !(α0) = @(α0) Ë det!(α0) ≠ 0. èÛÒÚ¸, ‰‡-
ÎÂÂ, Ï‡ÚËˆ˚

(8)

ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÛÎfl. íÓ„‰‡ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl (I') ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ Ë
D = !(α0)–1.

L ! α( )ξ λ,( ) @ α( )L ξ λ,( ).=

Rm q–
m c R

m
: cmi

0 i 1 2 … q, , ,=,=∈{ } ,=

Lmi
! α( )ξ∗ λ∗,( ) 0, i≡ 1 2 … q., , ,=

Rm q–
m Rm q–

m

L̃ ξ λ,( ) DgradξU ξ λ,( ),=

Rx Γ Rx( )kϕ j !is α0( )ψs

s 1=

n

∑,
i j, 1=

n

, k = 0 1 …,, ,



ÑéäãÄÑõ ÄäÄÑÖåàà çÄìä      ÚÓÏ 377      ‹ 3     2001

ëèãÖíÄÖåõÖ ìêÄÇçÖçàü Ç íÖéêàà ÇÖíÇãÖçàü 3

èË ÔÓ‚ÂÍÂ ÛÒÎÓ‚ËÈ ÚÂÓÂÏ˚ 6 ÏÓÊÂÚ ÓÍ‡-
Á‡Ú¸Òfl ÔÓÎÂÁÌ˚Ï ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ.

ã Â Ï Ï ‡  1. èÛÒÚ¸ Ï‡ÚËˆ˚ ! Ë

ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ Ë ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ Ó‰ÌÓ ËÁ ‰‚Ûı ‰ÓÔÓÎ-
ÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ

íÓ„‰‡ ‚ÒÂ Ï‡ÚËˆ˚ (8) ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ ÔË ‚ÒÂı (x,
λ) ËÁ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÛÎfl.

èÛÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl (I') ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸-
ÌÓ„Ó ÚËÔ‡, ÔË˜ÂÏ

á‰ÂÒ¸ Ji , i = 1, 2, …, l, – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ρi-Ó‰ÌÓ-
Ó‰Ì˚Â ÙÓÏ˚ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ξi =
= ( , …, ), „‰Â 0 = n0 < n1 < … < nl – 1 < nl = n.

èÛÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËË t i: G → , i = 1,
2, …, l, Á‡‰‡˛Ú Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆË˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ
Ji(ξi) = 1, i = 1, 2, …, l, ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ S(α) Ì‡
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ı , i = 1, 2, …, l, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‡-
‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË

èÓÎÓÊËÏ t(α) = diag{t1(α), t2(α), …, t l(α)},  =
= ( , …, ). íÓ„‰‡ ‚ÒÂ Ï‡Î˚Â Â¯ÂÌËfl
Û‡‚ÌÂÌËfl (1) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ˚ ‚ ‚Ë‰Â

„‰Â  – Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ï‡ÎÓÂ Â-
¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl

‡ Ô‡‡ÏÂÚ µ ∈ Rl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ÒËÒÚÂÏ˚ l Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl

(III)

ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘Ëı ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚ‡ α. á‰ÂÒ¸ Ï‡ÚËˆ‡ b(α)
‡ÁÏÂÌÓÒÚË l × n ËÏÂÂÚ ÔÓÎÌ˚È ‡Ì„ l ÔË ‚ÒÂı
α ∈ G Ë Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ Ji ,
i = 1, 2, …, l.

ì‡‚ÌÂÌËÂ ‡Á‚ÂÚ‚ÎÂÌËfl (III) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÏÓ-
‰ÂÌËÁËÓ‚‡Ú¸ ËÚÂ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ‡·ÓÚ [4, 5]
Ò ˆÂÎ¸˛ ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÒÂÏÂÈÒÚ‚
‡Á‚ÂÚ‚Îfl˛˘ËıÒfl Â¯ÂÌËÈ.
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Rxϕ i ! jkψk

k 1=

n

∑,
i j, 1=

n

I Q–( )RxP 0 ËÎË QRx I P–( ) 0.= =

U ξ λ,( ) Û J1 ξ1( ) J2 ξ2( ) … Jl ξ l( ), , ,( ).=

ξni 1– 1+ ξni

R
ni ni 1––

ϕni 1– 1+

S α( )ϕni 1– 1+ t j
i α( )ϕ j.

j ni 1– 1+=

ni

∑=

ϕ̂
ϕn1

ϕnl 1– 1+

x µ S α( )ϕ̂,( ) Γ ŷ,+=

ŷ y µ S α( )ϕ̂,( ) λ,( )=

y R µ S α( )ϕ̂,( ) Γ y λ,+( ),=

l µ λ,( ) b α( ) L̃ t α( )µ λ,( ) 0,= =


