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ПРЕДИСЛОВИЕ	

Без понятий и методов математического анализа невозмож-
но изучение практически никакой дисциплины естественного на-
правления. Поэтому дисциплина «Математический анализ» являет-
ся основной в учебном процессе в любом вузе. 

Цель настоящего пособия – оказание помощи при изучении 
такого раздела математического анализа, как интегральное исчис-
ление функции одной переменной, студентам математических на-
правлений высших учебных заведений. 

Предлагаемое пособие содержит как теоретический, так и 
практический материал по данному разделу. Отличительная осо-
бенность пособия заключается в том, что в нем содержится прак-
тически весь теоретический материал с доказательствами и приме-
ры с подробным решением. Это позволит быстрее и лучше усвоить 
понятия математического анализа и практическое применение тео-
ретического материала. 

Пособие состоит из двух основных глав: неопределенный 
интеграл и определенный интеграл. В первой главе рассматрива-
ются такие понятия, как первообразная, неопределенный интеграл 
и способы интегрирования. Вторая глава посвящена задачам, при-
водящим к понятию определенного интеграла, понятию опреде-
ленного интеграла, интегральным суммам и суммам Дарбу, спосо-
бам интегрирования, несобственным интегралам и приложениям 
определенного интеграла в геометрии, физике, биологии, экономике. 
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1.	НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ	ИНТЕГРАЛ	
	

1.1.	ПОНЯТИЕ	ПЕРВООБРАЗНОЙ	ФУНКЦИИ		
И	НЕОПРЕДЕЛЕННОГО	ИНТЕГРАЛА	

ПЕРВООБРАЗНАЯ	И	НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ	ИНТЕГРАЛ	

Задача определения закона движения материальной точки, 
если известна скорость )(tvv =  прямолинейного движения этой 
точки, является обратной к задаче определения скорости матери-
альной точки при известном законе )(tss = прямолинейного движе-
ния этой материальной точки. Поскольку скорость )(tvv =  матери-
альной точки определяется как производная по времени от закона 
движения: )(tsv ′= , то, естественно, законом движения материаль-
ной точки при известной скорости ее движения будет такая функ-
ция, для которой vts =′ )( .  

Определение. Функция )(xF  называется первообразной 
функцией для данной функции )(xf  на заданном промежутке, если 
на нем )()( tfxF =′ . 

Пример 1.1. 3)( xxF =  – первообразная для функции 23)( xxf =  
для любых х, так как 23 3)( xx =′ . 

Пример 1.2. xxF 3cos
3
1)( =  – первообразная для функции 

xxf 3sin)( =  для любых x . 

Пример 1.3. Для функции xxf arcsin)( =  первообразной явля-

ется функция
21

1)(
x

xF
−

=  для любых ]1;1[−∈x . 

Теорема. Если )(1 xF  и )(2 xF  – первообразные для функции 
)(xf  в некотором промежутке X , то найдется такое число С, 

что CxFxF =− )()( 12 . 
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Доказательство. Пусть )()(1 xfxF =′  и )()(2 xfxF =′  для любых 

Xx∈ . Так как ( ) CxfxfxFxF ′==−=′− 0)()()()( 21 , то 
CxFxF =− )()( 21  Xx∈∀ . 

Замечание. Операция нахождения первообразной неоднознач-
на и возможна с точностью до некоторого постоянного слагаемого. 

Определение. Выражение CxF +)( , где )(xF  – первообраз-
ная функции )(xf , C  – некоторая постоянная, называется неоп-
ределенным интегралом от )(xf  и обозначается ∫ dxxf )( ; т. е. 

∫ += CxFdxxf )()( , если )()( xfxF =′ , C  – некоторая постоянная. 

Здесь ∫ – знак интеграла, dxxf )(  – подынтегральное выражение, 
)(xf  – подынтегральная функция, x – переменная интегрирования. 

Теорема. Если функция )(xf  непрерывна на ],[ ba , то на нем 
существует первообразная для )(xf . 

СВОЙСТВА	НЕОПРЕДЕЛЕННОГО	ИНТЕГРАЛА	

Пусть )(xf  интегрируема. 

1. ( ) dxxfdxxfd )()( =∫ . 

 Доказательство. Так как )()(' xfxF =  x∀ , то  

( ) ( ) ( ) dxxfxFdCxFddxxfd )(0)()()( =+=+=∫ . Свойство доказано. 

2. ( ) )()( xfdxxf =
′

∫ . 

Доказательство. Поскольку 

( ) ( ) ( ) ( ) dxxfxFdCxFddxxfddxdxxf )(0)()()()(
'

=+=+== ∫∫ , 

то ( ) )()( xfdxxf =
′

∫ . Свойство доказано. 
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3. ∫ +=′ CxFdxxF )()(  или ( )∫ += CxFxFd )()( . 

Доказательство. Если )()(' xfxF =  x∀ , то 
( )∫ ∫ += CxFdxxfxFd )()()( .  

Таким образом, получаем, что ( )∫ += CxFxFd )()( . Свойство 
доказано. 

4. ∫ ∫ ∈= RAdxxfAdxxAf ,)()( . 

Доказательство. Согласно свойству 2 имеем 

( ) ( )′==
′

∫∫ dxxfAxfAdxxfA )()()( .  

Следовательно, ∫ ∫ ∈= RAdxxfAdxxAf ,)()( . Свойство доказано. 

5. ( )∫ ∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

Доказательство. Действительно, используя свойство 2, 
получим 

( )( ) ( ) ( )′+
′

=+=
′

+ ∫∫∫ dxxgdxxfxgxfdxxgxf )()()()()()( .  

Следовательно, ( )∫ ∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . Свойство 
доказано. 

ТАБЛИЦА	ОСНОВНЫХ	ИНТЕГРАЛОВ	

1. ∫ +
+

=
+

C
n
xdxx

n
n

1

1

, 1−≠n , 

2. ∫ += Cx
x

dx ||ln , 0≠x , 

3. ∫ +⋅= C
a

a
n

dxa
nx

nx

ln
1 , 1,0 ≠> aa ,  

4. ∫ +⋅= Ce
n

dxe nxnx 1 , 
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5. ∫ +⋅−= Cax
a

dxax cos1sin , 

6. ∫ +⋅= Cax
a

dxax sin1cos ,  

7. nxCaxtg
aax

dx
π+

π
≠+⋅=∫ 2

,1
cos2

, 

8. nxCaxctg
aax

dx
π≠+⋅−=∫ ,1

sin2
,  

9. ∫
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+⋅−

+⋅
=

+ ,1

,1

22

C
a
xarcctg

a

C
a
xarctg

a
ax

dx  

10. 

 

∫
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<+−

<+
=

− ,||,arccos

,||,arcsin

22
axC

a
x

axC
a
x

xa
dx  

11. 
 

axCaxx
ax

dx
>+±+=

±
∫ ||,||ln 2

2
, 

12. 
 
∫ ≠+

+
−

⋅=
−

axC
ax
ax

aax
dx ||,ln

2
1

22 , 

13. 
 

Caxch
a

dxaxsh +⋅=∫
1 , 

14. 
 

Caxsh
a

dxaxch +⋅=∫
1 , 

15. 
 ∫

+⋅= Caxth
aaxch

dx 1
2 , 

16. 
 ∫

+⋅−= Caxcth
aaxsh

dx 1
2 . 

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Что называется первообразной?  
2. Однозначна ли операция нахождения первообразной?  
3. Что называется неопределенным интегралом?  
4. Какими свойствами обладает неопределенный интеграл? 
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1.2.	ОСНОВНЫЕ	СПОСОБЫ	ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
ИНТЕГРИРОВАНИЕ	С	ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ		
ОСНОВНЫХ	ФОРМУЛ	(ТАБЛИЧНОЕ	ИНТЕГРИРОВАНИЕ)	

В простейшем случае, когда заданный интеграл представляет 
одну из формул интегрирования, задача нахождения интеграла сво-
дится к простому применению соответствующей формулы. 

Пример. 1.4. Найти интеграл ∫ dxx3 . 

Решение. Так как 3
1

3 xx = , то, применяя формулу 1 при 
3
1

=n , 

получим 

CxCxCxdxxdxx +=+=+
+

==
+

∫∫ 3 4
3
41

3
1

3
1

3

4
3

3
41

3
1 . 

Пример 1.5. Найти интеграл ∫ dxx5 . 

Решение. По формуле 3 при 5=a , 1=n  получаем 

Cdx
x

x +=∫ 5ln
55 . 

Пример 1.6. Найти интеграл ∫ + 29 x
dx . 

Решение. Применяя формулу 9 при 3=a , получим 

Cxarctg
x

dx
+=

+∫ 33
1

9 2 . 

Пример 1.7. Найти интеграл ∫
− 24 x
dx . 

Решение. По формуле 10 при 2=a  получаем 

Cx
x

dx
+=

−
∫ 2

arcsin
4 2

. 
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Пример 1.8. Найти интеграл ∫
+ 52x

dx . 

Решение. Используя формулу 11 при 5=a , получим 

 Cxx
x
dx

+++=
+

∫ 5ln
5

2
2

. 

Пример 1.9. Найти интеграл ∫ − 42x
dx . 

Решение. По формуле 12 при 2=a  получаем  

C
x
xC

x
x

x
dx

+
+
−

=+
+
−

⋅
=

−∫ 2
2ln

4
1

2
2ln

22
1

42 . 

Пример 1.10. Найти интеграл ∫ x
dx
3

. 

Решение. Поскольку 2
1

3
11

3
1

3
1 −

=⋅= x
xx

, то, применяя 

формулу 1 при 
2
1

−=n  и линейные свойства интеграла, получим  

CxCxdxxdxx
x

dx
+=+⋅=== ∫∫∫

−−

3
2

2
13

1
3

1
3

1
3

2
1

2
1

2
1

. 

	
ИНТЕГРИРОВАНИЕ	ПРИ	ПОМОЩИ		
ТОЖДЕСТВЕННЫХ	ПРЕОБРАЗОВАНИЙ		
ПОДЫНТЕГРАЛЬНОЙ	ФУНКЦИИ	
 
Этот способ заключается в следующем: используя простей-

шие тождественные преобразования подынтегральной функции и 
свойства интегралов, прежний интеграл преобразуется в табличный 
интеграл (или в линейную комбинацию табличных интегралов). 
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Пример 1.11. Найти ∫ +− dxxx )135( 24 . 

Решение: 

∫∫ ∫∫∫ ∫∫ =+−=+−=+− dxdxxdxxdxdxxdxxdxxx 242424 35135)135(  

CxxxCxxx
++−=++⋅−⋅= 35

35

3
3

5
5 . 

Пример 1.12. Найти ∫
+− dx

x
xx
2

56 1 . 

Решение: 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

+−
∫∫ dx

x
xxdx

x
xx

2
34

2

56 11

 

C
x

xxdx
x

dxxdxx +−−=+−= ∫∫∫
1

45
1 45

2
34 . 

Пример 1.13. Найти ( )∫ − dxxx
23 . 

Решение: 

( ) ( )( ) ∫∫∫ =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=+−=− dxxxxdxxxxxdxxx 3

2
6
5

23323 22  

Cxxxdxxdxxdxx +⋅+⋅−=+−= ∫∫∫ 3
5

6
112

3
2

6
5

5
3

11
12

2
2 . 

Пример 1.14. Найти ∫ +
+ dx

x
x

4
6

2

2

. 

Решение: 

∫ ∫∫∫∫ ++=
+

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=

+
++

=
+
+ Cxarctgx

x
dxdxdx

x
dx

x
xdx

x
x

24
2

4
21

4
24

4
6

222

2

2

2

. 
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ	ЗАМЕНОЙ	ПЕРЕМЕННОЙ	
(ИЛИ	МЕТОД	ПОДСТАНОВКИ)	 

Теорема. Пусть функция )(tx ϕ=  имеет непрерывную произ-
водную )(tϕ′  и обратную функцию )(xt ψ= . Тогда справедливо ра-
венство 

∫ ∫ ϕ′ϕ= dtttfdxxf )()]([)( . 

Доказательство. Для доказательства найдем производные 
обеих частей равенства ∫∫ ϕ′ϕ= dtttfdxxf )()]([)( . 

Производная левого интеграла равна 

( ) )()( ' xfdxxf x =∫ . 

Производную правого интеграла найдем по правилу диффе-
ренцирования сложной функции с промежуточным аргументом t . 
Учитывая, что производная обратной функции равна 

)(
11
tx

t
t

x ϕ′
=
′

=′ , где 0)( ≠ϕ′ t , 

получим 

( ) ( ) =′⋅′ϕ′ϕ=′ϕ′ϕ ∫∫ xtx tdtttfdtttf )()](([)()](([
 

)()]([
)(

1)()]([ xftf
t

ttf =ϕ=
ϕ′

ϕ′ϕ= . 

Так как производные левой и правой частей равенства 
∫∫ ϕ′ϕ= dtttfdxxf )()]([)(  равны, то интегралы ∫ dxxf )( и 

∫ ϕ′ϕ dtttf )()]([  определяют одно и то же множество первообраз-
ных. Следовательно, равенство ∫∫ ϕ′ϕ= dtttfdxxf )()]([)(  справед-
ливо. Теорема доказана. 
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Замечание. Функцию )(tϕ  на практике выбирают так, что-
бы интеграл в правой части равенства ∫∫ ϕ′ϕ= dtttfdxxf )()]([)(  
оказался более простым в сравнении с интегралом в левой части 
этого равенства. 

Пример 1.16. Найти интеграл ∫ dx
x

e x

. 

Решение. Произведем следующую замену переменной интег-
рирования: положим 2tx = . Тогда tx = , dttdtttddx 2)()( 22 =⋅′==  и 

интеграл ∫ dx
x

e x

 преобразуется следующим образом: 

∫ ∫ ∫∫ +==== Cedtedtedtt
t
edx

x
e ttt

tx

2222 . 

Так как tx =  (это следует из замены переменной), то, воз-

вращаясь к переменной x , получим Cedx
x

e x
x

+=∫ 2 . 

Пример 1.17. Найти интеграл ∫ + dxx 3 . 

Решение. 

==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=′−=−=
=+

=+ ∫∫ dtt
dtdttdxtxтогда

txпеременнойзамена
dxx

)3(,3
.3:

3  

=+=+= CttCt
3
2

3
2 2

3

Cxx +++ 3)3(
3
2 . 

Пример 1.18. Найти интеграл ∫ dx
x

x3ln . 

Решение. 

∫ ∫∫ ===
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==

=
= dttdte

e
t

dtedxexтогда

txпеременнойзамена
dx

x
x t

ttt
3

33

..

.ln:ln  

CxCt +==+= 44 ln
4
1

4
1 . 
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ	ПО	ЧАСТЯМ 
Теорема. Пусть 1) функции )(xuu =  и )(xvv =  непрерывны 

Xx∈∀ ; 

2) существуют непрерывные производные )(xu′  и )(xv′ . 

Тогда ∫∫ −= duvvudvu .  

Доказательство. Пусть функции )(xuu =  и )(xvv =  имеют не-
прерывные производные )(xu′  и )(xv′ . Тогда, по правилу диффе-
ренцирования произведения, будем иметь 

[ ] )()()()()()( xvxuxvxuxvxu ′+′=′ . 

Это равенство показывает, что произведение данных функций 
)()( xvxu  является первообразной для суммы )()()()( xvxuxvxu ′+′  и, 

следовательно, 

[ ] Cxvxudxxvxuxvxu +=′+′∫ )()()()()()( . 

Отсюда, используя линейное свойство интеграла, получим 

Cdxxvxuxvxudxxvxu +′−=′ ∫∫ )()()()()()( . 

Так как по определению дифференциала 

dvdxxv =′ )( , dudxxu =′ )( , 

то полученное равенство можно записать короче 

Cduvvudvu +−= ∫∫ , 

или 

∫∫ −= duvvudvu , 

считая, что постоянная C  включена в один из неопределенных ин-
тегралов. Теорема доказана. 
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При применении формулы интегрирования по частям  

∫∫ −= duvvudvu  

подынтегральное выражение dxxf )(  разбивают на два множителя 
(две части) u  и dv , из которых находят недостающие части форму-
лы, а именно, из u  находится du , а из dv  находится v . Разбиение 
подынтегрального выражения на две части производится таким об-
разом, чтобы полученный интеграл ∫ duv  оказался проще первона-

чального ∫ dvu .  

Пример 1.18. Найти интеграл ∫ dxxln . 

Решение. Разобьем подынтегральное выражение dxxln  на две 

части следующим образом: xu ln= , dxdv = . Тогда 
x

dxdxxdu =′= )(ln , 

а xv =  (как первообразная для функции v , находящейся под знаком 
дифференциала в выражении dv ). Далее, используя формулу диф-
ференцирования по частям, получим 

Cxxxdxxx
x

dxxxxdxx +−=−=⋅−= ∫∫ ∫ lnlnlnln . 

Пример 1.19. Найти интеграл ∫ dxex x . 

Решение. Разобьем подынтегральное выражение на части: 
xu = , dxedv x= . Тогда dxdu = , xev = . Затем, используя формулу ин-

тегрирования по частям, получим 

Ceexdxeexdxex xxxxx +−=−= ∫∫ . 

Пример 1.20. Найти интеграл ∫ dxxarctg . 

Решение. Разобьем подынтегральное выражение на части: 

xarctgu = , dxdv = . Тогда dx
x

du 21
1
+

= , xv = . Следовательно, со-

гласно формуле интегрирования по частям, 
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∫∫ +
−⋅= dx

x
xxxarctgdxxarctg 21

1 . 

Получившийся интеграл ∫ +
dx

x
x 21

1  найдем методом подста-

новки (при помощи замены переменной интегрирования): 

=
−

⋅⋅−=
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−
=−=

=+
=

+ ∫∫ dt
tt

t
dt

t
dxtxтогда

txзамена
dx

x
x

12
111

.
12

1,1

.1:

1
1

2

2  

CxCt
t
dt

++=+== ∫ )1ln(
2
1ln

2
1

2
1 2 . 

Таким образом, Cxxxarctgdxxarctg ++−⋅=∫ )1ln(
2
1 2 . 

Пример 1.21. Найти интеграл ∫ dxxx cos2 . 

Решение. Проинтегрируем по частям. 

∫∫ ⋅−=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⇒=
=⇒== dxxxxx

xvdxxdv
dxxduxu

частямпо

dxxx 2sinsin
sincos
,2

:

cos 222 . 

Получившийся интеграл найдем интегрированием по частям. 

∫∫ =
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=⇒=
=⇒===⋅

xvdxxdv
dxduxu

частямпо
dxxxdxxx

cossin
,22

:
sin22sin  

Cxxxdxxxx ++−=+−= ∫ sin2cos2cos2cos2 . 

Следовательно, 

( ) =++−−=∫ Cxxxxxdxxx sin2cos2sincos 22

 

Cxxxxx +−+= sin2cos2sin2 . 
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Пример 1.22. Найти интеграл ∫ dxxe x 3sin2 . 

Решение. =

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=⇒=

=⇒==∫
.3cos

3
13sin

,2

:

3sin 222

xvdxxdv

dxedueu

частямпо

dxxe xxx

 

∫+−= dxxexe xx 3cos
3
23cos

3
1 22 . 

Получившийся интеграл ∫ dxxe x 3cos
3
2 2  найдем интегрированием 

по частям, разбивая на части аналогично разбиению на части ис-
ходного интеграла ∫ dxxe x 3sin2 . 

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=⇒=

=⇒==∫

.3sin
3
13cos

,
3
4

3
2

:

3cos
3
2 222

xvdxxdv

dxedueu

частямпо

dxxe xxx

 

∫−= dxxexe xx 3sin
9
43sin

9
2 22 . 

Таким образом, получим 

=−+−= ∫∫ dxxexexedxxe xxxx 3sin
9
43sin

9
23cos

3
13sin 2222  

∫−+−= dxxexexe xxx 3sin
9
43sin

9
23cos

3
1 222 . 

Далее, решая полученное уравнение 

∫∫ −+−= dxxexexedxxe xxxx 3sin
9
43sin

9
23cos

3
13sin 2222  
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относительно неизвестного ∫ dxxe x 3sin2 , получим следующую це-
почку равенств 

xexedxxedxxe xxxx 3sin
9
23cos

3
13sin

9
43sin 2222 +−=+∫ ∫ , 

xexedxxe xxx 3sin
9
23cos

3
13sin

9
41 222 +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∫ , 

9
3sin23cos33sin

9
13 22

2 xexedxxe
xx

x +−
=∫ , 

13
9

9
3sin23cos33sin

22
2 ⋅

+−
=∫

xexedxxe
xx

x . 

Таким образом 
13

3sin23cos33sin
22

2 xexedxxe
xx

x +−
=∫ , 

или ( )xxedxxe
x

x 3cos33sin2
13

3sin
2

2 −=∫ . 

Замечание 

1. В интегралах вида ∫ dxex axn , ∫ dxaxxn )sin( , ∫ dxaxxn )cos(  ре-
комендуется подынтегральное выражение разбивать на части 
таким образом, чтобы nxu = . 

2. В интегралах вида ∫ dxxx kn ln , ∫ dxaxxn )arcsin( , 

∫ dxaxxn )arccos( , ∫ dxaxarctgxn )( , ∫ dxaxarcctgxn )(  рекомендуется 
подынтегральное выражение разбивать на части таким образом, 
чтобы dxxdv n= . (Здесь nka ,,  – действительные числа.) 

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Что такое табличное интегрирование?  
2. Как интегрировать используя тождественные преобразования 

подынтегральной функции?  
3. Что такое метод подстановки (теорема)?  
4. Что такое интегрирование по частям (теорема)? 



 20 

1.3.		ИНТЕГРИРОВАНИЕ	ДРОБНО‐РАЦИОНАЛЬНЫХ			
		ФУНКЦИЙ	

ПОНЯТИЕ	РАЦИОНАЛЬНОЙ	ДРОБИ	

Определение. Простейшей рациональной функцией называ-
ют многочлен – степени n : nn

nn
n axaxaxaxQ ++++= −

−
1

1
10)( L . 

Определение. Многочлен )(xQn  называют приведенным, если 
10 =a . 

Определение. Число b  называют корнем многочлена )(xQn , 
если 0)( =bQn . 

Определение. Дробно-рациональной функцией (или рацио-
нальной дробью) называют отношение двух многочленов. 

Определение. Рациональную дробь называют правильной, 
если степень многочлена, находящегося в числителе, меньше сте-
пени многочлена, находящегося в знаменателе. Рациональную 
дробь называют неправильной, если степень многочлена, находя-
щегося в числителе, не меньше степени многочлена, находящегося 
в знаменателе. 

Пример 1.23  

2
23

x
x + , 

x
2 , 

8
1

6 +−
+
xx

x  – правильные рациональные дроби; 

13

2

+x
x , 

x
x

5
13 − , 

x
x
−
+

3
5  – неправильные рациональные дроби. 

Утверждение 1. Любую неправильную рациональную дробь 
можно представить в виде суммы целой части и правильной ра-
циональной дроби (непосредственным делением числителя на зна-
менатель). 

Пример 1.24. Рассмотрим дробь 
2
1

2

34

−+
+−

xx
xx . 
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Разделим 134 +− xx  на 22 −+ xx . Деление будем производить 
«столбиком»: 

98

844

144_

422

122_

422

21_

2

2

23

23

2234

234

+−

−+

+−

+−−

++−

+−−+

−++−

x

xx

xx

xxx

xx

xxxxx

xxxx

 

В результате деления 134 +− xx  на 22 −+ xx  получим  

2
9842

2
1

2
2

2

34

−+
+−

++−=
−+
+−

xx
xxx

xx
xx . 

Определение. Рациональные дроби следующих типов: 

1) 
ax

A
−

,  2) K,3,2,
)(

=
−

k
ax

A
k , 

 3) 
qpxx

NMx
++

+
2 , 4) ,,3,2,

)( 2 K=
++

+ l
qpxx

NMx
l   

где qpaNMA ,,,,,  – действительные числа, qpxx ++2  не имеет 
действительных корней, называют простейшими рациональными 
дробями. 

Теорема. Пусть 
)(
)(

xQ
xP  – правильная рациональная дробь, в 

которой )(xP  и )(xQ  – многочлены аргумента x , и многочлен )(xQ  
представим в виде lk qpxxaxxQ )()()( 2 ++−= , 

KK ,2,1,0,,2,1,0 == lk . Тогда дробь 
)(
)(

xQ
xP  разлагается единст-

венным образом на сумму конечного числа простейших дробей по 
правилу 
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+
−

++
−

+
−

= k
k

ax
A

ax
A

ax
A

xQ
xP

)()()(
)(

2
21 L  

l
ll

qpxx
NxM

qpxx
NxM

qpxx
NxM

)()( 222
22

2
11

++
+

++
++

+
+

++
+

+ L , 

где llk NNNMMMAAA ,,,,,,,,,,, 212121 KKK  – действительные 
числа, которые можно найти методом неопределенных коэффи-
циентов. 

Замечание. Эта теорема имеет обобщение на случай пред-
ставления многочлена )(xQ  в виде произведения нескольких различ-
ных линейных множителей и нескольких различных квадратичных 
множителей со своими степенями. 

Пример 1.25. Разложить дробь 
122

32
23 +++
+

xxx
x  на сумму про-

стейших дробей. 

Решение. Разлагаем знаменатель рассматриваемой дроби на 
множители: 

)1)(1(122 223 +++=+++ xxxxxx . 

Тогда, используя теорему, данная дробь разложится на сумму про-
стейших дробей следующим образом: 

11)1)(1(
32

122
32

2223 ++
+

+
+

=
+++

+
=

+++
+

xx
CBx

x
A

xxx
x

xxx
x . 

Далее используем метод неопределенных коэффициентов для на-
хождения чисел CBA ,, : 

1) в получившемся равенстве приведем левую и правую части к 
общему знаменателю – 

)1)(1(
)1()1(

)1)(1(
32

2

2

2 +++
+++++

=
+++

+
xxx

CBxxxxA
xxx

x ; 

2) для того чтобы последнее равенство стало тождеством, при-
равниваем числители левой и правой дробей этого равенства 
и получаем  
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CBxxxxAx +++++=+ )1()1(32 2 . 

После перегруппировки в правой части получим 

)()()(32 2 CAxBCAxBAx ++++++=+ ; 

3) приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях аргу-
мента x , т. е. при 2x , x , 0x  (свободный член), в левой и пра-
вой частях тождества, получаем линейную систему уравне-
ний для нахождения неизвестных коэффициентов CBA ,, : 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=+

=++
=+

3

2
0

0

2

CA

BCA
BA

x

x
x

; 

4) решая полученную систему, находим 1=A , 1−=B , 2=C . 

Таким образом, разложение данной дроби 
122

32
23 +++
+

xxx
x  на 

сумму простейших дробей имеет вид  

1
2

1
1

122
32

223 ++
+−

+
+

=
+++

+
xx

x
xxxx

x . 

Пример 1.26. Разложить на сумму простейших дробей дробь 

133
11145

23

2

−+−
+−
xxx

xx . 

Решение. Так как 323 )1(133 −=−+− xxxx , то, согласно теоре-
ме о разложении правильной рациональной дроби на сумму про-

стейших дробей, получим 3223

2

)1()1(1133
11145

−
+

−
+

−
=

−+−
+−

x
C

x
B

x
A

xxx
xx . 

Далее, приводя к общему знаменателю обе части полученного ра-
венства и приравнивая получившиеся после этого числители, полу-
чим равенство  

)()2(11145 22 CBAxBAAxxx +−++−+=+− .  



 24 

Откуда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ар-
гумента x , получаем систему линейных уравнений относительно 
неизвестных CBA ,,  вида 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=+−

−=+−
=

11

142
5

0

2

CBA

BA
A

A

x

x
x

. 

Из полученной системы получаем 5=A , 4−=B , 2=C . 

Следовательно, разложение данной дроби на сумму простей-

ших дробей примет вид 3223

2

)1(
2

)1(
4

1
5

133
11145

−
+

−
−

+
−

=
−+−

+−
xxxxxx

xx . 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ	ПРОСТЕЙШИХ		
РАЦИОНАЛЬНЫХ	ДРОБЕЙ	

Как было сказано выше, неправильную рациональную дробь 
можно представить в виде суммы многочлена (целой части) и пра-
вильной рациональной дроби, а правильную рациональную дробь, 
в свою очередь, можно представить суммой простейших рацио-
нальных дробей. Следовательно, неправильная рациональная дробь 
представима в виде суммы многочлена и простейших рациональ-
ных дробей. Поэтому интегрирование неправильной рациональной 
дроби сводится к интегрированию многочлена (что не представляет 
трудностей) и интегрированию простейших рациональных дробей. 

Рассмотрим вопрос об интегрировании простейших рацио-
нальных дробей. 

1. CaxA
ax
axdAdx

ax
A

+−=
−
−

=
− ∫∫ ||ln)( . 

2. ∫∫ =+−⋅
+−

⋅=−−=
−

+−− Cax
k

AaxdaxAdx
ax

A kk
k

1)(
1

1)()(
)(

 

C
axk

A
k +

−
⋅

−
= −1)(

1
1

. 
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3. Чтобы найти интеграл ∫ ++
+ dx

qpxx
NMx

2 , у квадратного 

трехчлена в знаменателе выделим полный квадрат двучлена: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++

42

22
2 pqpxqpxx . 

Далее сделаем следующую замену переменной интегрирования: 

tpx =+
2

. 

Тогда 
2
ptx −= , dtdx = . Следовательно, учитывая линейные свой-

ства неопределенного интеграла, получим следующую цепочку ра-
венств: 

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
++

+
∫ ∫∫ dt

pqt

NMpMt
dt

pqt

NptM
dx

qpxx
NMx

4

2

4

2
2

2
2

2
2  

 =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

= ∫∫
4

2
4

2
2

2
2 pqt

dtMpNdt
pqt

tM  

=+

−

⋅

−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= C

pq

tarctg
pq

MpNpqtM

44

1
24

ln
2 22

2
2  

( ) C
pq
pxarctg

pq
MpNqpxxM

+
−

+
⋅

−

−
+++=

22
2

4
2

4
2ln

2
. 

Пример 1.27. Найти интеграл ∫ ++
− dx

xx
x

64
2

2 . 

Решение. Подынтегральная функция является простейшей 
рациональной дробью третьего типа, так как степень числителя 
меньше степени знаменателя и в знаменателе стоит квадратный 
трехчлен, не имеющий действительных корней. Поэтому решаем 
следующим образом: 
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• Выделяем полный квадрат в квадратном трехчлене 
o 2)2(64 22 ++=++ xxx ; 

• делаем подстановку tx =+ 2 , тогда 2−= tx , dtdx = ; 
• находим интеграл 

∫ ∫∫∫ =
+

−
+

=
+
−−

=
++

− dt
t

t
t

dtdt
t

tdx
xx
x

22
4

2
)2(2

64
2

2222  

CxxxarctgCttarctg +++−
+

=++−= )64ln(
2
1

2
2

2
4)2ln(

2
1

22
4 22 . 

4. Чтобы найти интеграл ∫ ++
+ dx

qpxx
NMx

k)( 2  ( 2>k ), аналогично 

вышеизложенному, делаем замену переменной интегриро-

вания: tpx =+
2

.  

Тогда получим 

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+−
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
++

+
∫ ∫∫ dt

pqt

NMpMt
dt

pqt

NptM
dx

qpxx
NMx

kkk

4

2

4

2
)( 2

2
2

2
2  

 =

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

= ∫∫ kk
pqt

dtMpNdt
pqt

tM

4

2

4

2
2

2
2

 

∫
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⋅
−

= − kk
pqt

dtMpN
pqt

k
M

4

2

4

1
)1(2 2

2
12

2

. 

Пример 1.28. Найти интеграл ∫ +−
+ dx
xx

x
22 )54(

1 . 

Решение. Подынтегральная функция является правильной ра-
циональной дробью, так как степень числителя меньше степени 
знаменателя, а квадратный трехчлен в знаменателе не имеет дейст-
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вительных корней, поэтому в квадратном трехчлене выделяем пол-
ный квадрат: 1)2(54 22 +−=+− xxx  и делаем подстановку: tx =− 2  
(тогда 2+= tx , dtdx = ). Таким образом, получим следующую це-
почку равенств 

∫∫∫∫ =
+

+
+

=
+
+

=
+−

+
22222222 )1(

3
)1()1(

3
)54(

1
t

dtdt
t

tdt
t
tdx

xx
x  

∫ +
+

+
−= 222 )1(

3
)1(2

1
t

dt
t

. 

Найдем интеграл ∫ + 22 )1(t
dt  следующим образом: 

∫∫ ∫∫∫ +
⋅

−=
+

−
+

=
+
−+

=
+ 2222

2

222

22

22 )1()1(1)1(
1

)1( t
dttttarctg

t
dtt

t
dtdt

t
tt

t
dt . 

Так как  

=
+

−
+

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+
⋅=⇒

+
=

=⇒==
+
⋅

∫∫ 12
1

)1(2
.

1
1

2
1

)1(

,
:

)1( 22

222

22 t
dt

t
t

t
v

t
dttdv

dtdutu
частямпо

t
dttt  

Ctarctg
t

t
+−

+
=

2
1

)1(2 2 , 

то 

C
t

ttarctgtarctg
t

ttarctg
t

dt
+

+
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−=

+∫ )1(22
3

2
1

)1(2)1( 2222
. 

Следовательно, 

=+
+

+
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−+

+
−=

+−
+

∫ C
t

ttarctg
t

ttarctg
t

dx
xx

x
)1(2

31
2
9

)1(22
33

)1(2
1

54
1

2222
 

C
xx

xxarctg +
+−

−
−−=

)54(2
53)2(

2
9

2 . 
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ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Что называется рациональной дробью?  
2. Какая рациональная дробь является правильной?  
3. Какая рациональная дробь является неправильной?  
4. Какие рациональные дроби называют простейшими?  
5. Как представить рациональную дробь, используя простейшие 
дроби (теорема)?  
6. Как интегрировать простейшие рациональные дроби? 

 

1.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ	ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ	
ВЫРАЖЕНИЙ	 
ИНТЕГРАЛЫ	ВИДА ∫ dxbxaxcossin , ∫ dxbxaxcoscos , 
∫ dxbxaxsinsin  

Использование тригонометрических формул 

( ))sin()sin(
2
1cossin β−α+β+α=βα , 

( ))cos()cos(
2
1coscos β−α+β+α=βα , 

( ) ( ))cos()cos(
2
1)cos()cos(

2
1sinsin β+α−β−α=β−α+β+α−=βα  

дает возможность произведение тригонометрических функций 
представить в виде суммы. А именно:  

А) используя формулу ( ))sin()sin(
2
1cossin β−α+β+α=βα , 

получим ( )xbaxbabxax )sin()sin(
2
1cossin −++= , следовательно, 

( )∫∫ =−++= dxxbaxbadxbxax )sin()sin(
2
1cossin  

C
ba

xba
ba

xba
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
+
+

−=
)cos()cos(

2
1 ; 
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Б) применяя формулу ( ))cos()cos(
2
1coscos β−α+β+α=βα , 

имеем ( )xbaxbabxax )cos()cos(
2
1coscos −++= , следовательно, 

( )∫∫ =−++= dxxbaxbadxbxax )cos()cos(
2
1coscos  

C
ba

xba
ba

xba
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+
+

=
)sin()sin(

2
1 ; 

В) согласно формуле  

( ) ( ))cos()cos(
2
1)cos()cos(

2
1sinsin β+α−β−α=β−α+β+α−=βα  

получаем, что ( )xbaxbabxax )cos()cos(
2
1sinsin +−−= , следовательно, 

( )∫∫ =+−−= dxxbaxbadxbxax )cos()cos(
2
1sinsin  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−
−
−

=
ba

xba
ba

xba )sin()sin(
2
1 . 

Пример 1.29. Найти интеграл ∫ dxxx 6cos8cos . 

Решение. Чтобы найти этот интеграл, воспользуемся форму-
лой 

( ))cos()cos(
2
1coscos β−α+β+α=βα . 

Тогда  

( )∫∫ =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+= Cxxdxxxdxxx

2
2sin

14
14sin

2
12cos14cos

2
16cos8cos  

Cxx ++= 2sin
4
114sin

28
1 . 
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ИНТЕГРАЛЫ	ВИДА ∫ dxxx mn cossin , NmNn ∈∈ ,  
Для нахождения интегралов вида ∫ dxxx mn cossin , где 

NmNn ∈∈ , , целесообразно использовать следующие тригономет-
рические формулы: 

( )xx 2cos1
2
1sin2 −= , ( )xx 2cos1

2
1cos2 += , 

xxx 2sin
2
1cossin = , 1sincos 22 =+ xx . 

При решении интегралов вида ∫ dxxx mn cossin , где NmNn ∈∈ , , 
возможны несколько случаев. 

Случай 1 – число Nn∈  является нечетным, т. е. 12 += kn , 
Nk∈ . В этом случае xnsin представляем в виде произведения, вы-

деляя множитель xsin , т. е.  

( ) xxxxx
kkkn sinsinsinsinsinsin 2212 ⋅=⋅== + . 

 Далее, поскольку из формулы 1sincos 22 =+ xx  следует, что 
xx 22 cos1sin −= , получим, окончательно, 

( ) xxx
kn sincos1sin 2 ⋅−= . 

Таким образом, 

( ) === ∫∫∫ + dxxxxdxxxdxxx mkmkmn sincossincossincossin 212  

( )∫ −= dxxxx mk
sincoscos1 2 . 

Поскольку )(cossin xddxx = , то, вводя новую переменную ин-
тегрирования как xt cos= , получим, что dtdxx −=sin , следователь-
но, после замены переменной интегрирования 

( )∫∫ −−= dtttdxxx mkmn 21cossin . 
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В интеграле ( )∫ − dttt mk21 , раскрывая скобки в подынтегральной 
функции, получим интеграл от степенных функций, интегрирова-
ние которых очевидно. 

Случай 2 – число Nm∈  является нечетным, т. е. 12 += lm , 
Nl∈ . В этом случае поступают аналогично первому случаю, а 

именно, xmcos представляем в виде произведения, выделяя множи-
тель xcos , т. е.  

( ) xxxxx
lllm coscoscoscoscoscos 2212 ⋅=⋅== + . 

 Далее, поскольку из формулы 1sincos 22 =+ xx  следует, что 
xx 22 sin1cos −= , получим, окончательно, 

( ) xxx
lm cossin1cos 2 ⋅−= . 

Таким образом,  

=== ∫∫∫ + dxxxxdxxxdxxx lnlnmn coscossincossincossin 212  

( )∫ −= dxxxx
ln cossin1sin 2 . 

Поскольку )(sincos xddxx = , то, вводя новую переменную ин-
тегрирования как xt sin= , получим, что dtdxx =cos , следовательно, 
после замены переменной интегрирования 

( )∫∫ −= dtttdxxx
lnmn 21cossin . 

Получившийся интеграл ( )∫ − dttt
ln 21  легко находится. 

Случай 3 – числа NmNn ∈∈ ,  являются нечетными одно-
временно, т. е. 12 += kn , Nk∈ , 12 += lm , Nl∈ . 

В этой ситуации используют один из рассмотренных выше случаев. 

Пример 1.30. Найти интеграл ∫ dxxx 58 cossin . 

Решение. Поскольку  
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xxxxxxx cos)sin1(cos)(coscoscoscos 222245 −=== , 

получим 

∫∫ −= dxxxxdxxx cos)sin1(sincossin 22858 . 

Производя замену переменной интегрирования как xt sin=  (следо-
вательно, dtdxx =cos ), получим 

=+−=−= ∫∫∫ dttttdtttdxxx )2()1(cossin 1210822858 Cttt
++−

1311
2

9

13119

. 

Следовательно, после возврата к переменной x  получим 

Cxxxdxxx ++−=∫ 1311958 sin
13
1sin

11
2sin

9
1cossin . 

Случай 4 – числа NmNn ∈∈ ,  являются четными, т. е. 
kn 2= , Nk∈ , lm 2= , Nl∈ . 

Здесь удобно преобразовывать подынтегральную функцию, 
используя  

• при mn ≠ формулы 

( )xx 2cos1
2
1sin2 −= , ( )xx 2cos1

2
1cos2 += , 

• при mn =  формулу  

xxx 2sin
2
1cossin = . 

В результате применения этих формул  

• при mn ≠  интеграл приведется к виду 

=== ∫∫∫ dxxxdxxxdxxx lklkmn )(cos)(sincossincossin 2222  

∫∫ +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= + dxxxdxxx lk

lk

lk

)2cos1()2cos1(
2

1)2cos1(
2
1)2cos1(

2
1 . 
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Возводя биномы x2cos1− , x2cos1+  в соответствующие степени и 
раскрывая скобки, подынтегральная функция примет вид суммы, 
члены которой содержат четные и нечетные степени x2cos . Далее, 
используя линейные свойства неопределенного интеграла, инте-
грал ∫ dxxx mn cossin  преобразуется в сумму рассмотренных выше 
интегралов; 

• при mn =  интеграл приведется к виду 

∫∫∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== dxxdxxdxxxdxxx n

n

n
nnmn 2sin

2
12sin

2
1cossincossin . 

Далее, поскольку число kn 2= , Nk∈ , получим  

==== ∫∫∫∫ dxxdxxdxxdxxx k
k

k
k

n
n

mn )2(sin
4
12sin

2
12sin

2
1cossin 22

2  

∫∫ −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= dxxdxx k

n

k

k )4cos1(
8
1)4cos1(

2
1

4
1 . 

Далее, раскрывая в подынтегральной функции скобки и используя 
линейные свойства интеграла, получим сумму интегралов, каждый 
из которых будет соответствовать одному из четырех выше рас-
смотренных случаев. 

Пример 1.31. Найти интеграл ∫ dxxx 22 cossin . 

Решение.  

∫∫∫∫ ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== dxxdxxdxxxdxxx 2sin

4
12sin

2
1)cos(sincossin 2

2
222  

∫ +−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−⋅= CxxCxxdxx 4sin

32
1

8
4sin

4
1

8
1)4cos1(

2
1

4
1 . 

Пример 1.32. Найти интеграл ∫ dxxx 42 cossin . 
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Решение.  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −== ∫∫∫ dxxxdxxxdxxx

2
22242 )2cos1(

2
1)2cos1(

2
1)(cossincossin

 

∫∫ =−−+=+−⋅= dxxxxdxxx )2cos2cos2cos1(
8
1)2cos1)(2cos1(

4
1

2
1 322  

∫∫∫∫ −−+= dxxdxxdxxdx 2cos
8
12cos

8
12cos

8
1

8
1 32 . 

Так как 

• Cxdx +=∫ 8
1

8
1 ; 

• Cxdxx +=∫ 2sin
16
12cos

8
1 ; 

• =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=+= ∫∫∫ Cxxdxxdxxdxx 4sin

4
1

16
1)4cos1(

16
1)4cos1(

2
1

8
12cos

8
1 2

 

Cxx ++= 4sin
64
1

16
1 ; 

• ∫∫∫ =−== dxxxdxxxdxx 2cos)2sin1(
8
12cos2cos

8
12cos

8
1 223  

∫ ∫ ∫−=−= dxxxdxxdxxxx 2cos2sin
8
12cos

8
1)2cos2sin2(cos

8
1 22 , 

поскольку 

∫ += Cxdxx 2sin
16
12cos

8
1 , 

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =⇒==∫ tdxxxtзаменаdxxx

2
12cos2sin:2cos2sin

8
1 2  

CxCtdtt +=+⋅== ∫ 2sin
48
1

316
1

2
1

8
1 3

3
2 , 
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то ∫ +−= Cxxdxx 2sin
48
12sin

16
12cos

8
1 33 . 

Следовательно, 

=∫ dxxx 42 cossin  

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+= Cxxxxxx 2sin

48
12sin

16
14sin

64
1

16
12sin

16
1

8
1 3  

Cxxx ++−= 2sin
48
14sin

64
1

16
1 3 . 

 

ИНТЕГРАЛЫ	ВИДА ∫ dxxxR )cos,(sin ,	где	 )cos,(sin xxR 		
ЯВЛЯЕТСЯ	РАЦИОНАЛЬНОЙ	ФУНКЦИЕЙ		
АРГУМЕНТОВ	 xsin 	и xcos  
Интегралы указанного вида приводятся к интегралам от ра-

циональных функций с помощью тригонометрической подстановки 

txtg =
2

, где );( ππ−∈x . (Тригонометрическую подстановку txtg =
2

 

принято называть универсальной тригонометрической подста-
новкой.) 

Выразим xsin  и xcos  через t , используя подстановку txtg =
2

. 

Получим 

2
2 1

2

2
1

2
2

sin
t
t

xtg

xtg
x

+
=

+
= , 2

2

2

2

1
1

2
1

2
1

cos
t
t

xtg

xtg
x

+
−

=
+

−
= . 

Из того, что txtg =
2

, следует, что  

tarctgx 2= , dt
t

dx 21
2
+

= . 
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Таким образом 

∫∫∫ =
+

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
= dttRdt

tt
t

t
tRdxxxR )(

1
2

1
1,

1
2)cos,(sin 122

2

2 , 

где )(1 tR  является рациональной функцией аргумента t . 

Пример 1.33. Найти интеграл ∫ x
dx

sin
. 

Решение.  

=
+

⋅
+

=

+

+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ == ∫∫∫ dt

t
t

t
dt

t
t
ttxtgаподстановк

x
dx

2
1

1
2

1
2

1
2

2
:

sin

2

2

2

2
 

CxtgxtgtаподстановкобратнаяCt
t
dt

+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==+== ∫ |

2
|ln

2
:||ln . 

Пример 1.34. Найти интеграл ∫ ++ 5cos3sin4 xx
dx . 

Решение.  

=
+

+
−

⋅+
+

⋅

+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==

++ ∫∫ dt

t
t

t
t

ttxtgаподстановк
xx

dx

5
1
13

1
24

1
2

2
:

5cos3sin4
2

2

2

2

=
+

=
++

=
++

+
⋅

+
=

+
++

+= ∫∫∫∫ 222

2

2

2

2

2

)2(44)44(2
1

1
2

1
882

1
2

t
dt

tt
dtdt

tt
t

t
dt

t
tt

t  

Cxtg
C

t
+

+
−=+

+
−=

2
2

1
2

1 . 

Замечание. Если в интеграле ∫ dxxxR )cos,(sin , где 
)cos,(sin xxR  является четной функцией аргументов xsin  и xcos , 

т. е. подынтегральная функция )cos,(sin xxR  содержит xsin  и 
xcos  только в четных степенях, либо 
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)cos,(sin)cos,sin( xxRxxR =−− , то удобно применять подстановку 
txtg = . 

Тогда, если txtg = , то 

tarctgx = , 
21 t

dtdx
+

= , 

2

2

2

2
2

11
sin

t
t

xtg
xtgx

+
=

+
= , 22

2

1
1

1
1cos

txtg
x

+
=

+
=  

и, следовательно,  

∫∫∫ =
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
= dttR

t
dt

tt
tRdxxxR )(

11
1,

1
)cos,(sin 1222

2

, 

где )(1 tR  является рациональной функцией аргумента t . 

Пример 1.35. Найти интеграл ∫ −+ xxxx
dx

22 coscossin2sin
. 

Решение. Подынтегральная функция  

xxxx 22 coscossin2sin
1

−+
 является четной относительно xsin  и 

xcos , следовательно, воспользуемся подстановкой txtg = . Тогда  

21
sin

t
tx
+

= , 
21

1cos
t

x
+

= . 

И получаем следующую цепочку равенств 

=

+
−

+
⋅

+
⋅+

+

+=
−+ ∫∫

2222

2

2

22

1
1

1
1

1
2

1

1
coscossin2sin

ttt
t

t
t

t
dt

xxxx
dx

=
−+

=
−+

=
−+

= ∫∫∫ 2222 )2()1(2)1(12 t
dt

t
dt

tt
dt  

C
xtg
xtgC

t
t

+
++
−+

=+
++
−+

=
21
21ln

22
1

21
21ln

22
1 . 
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ИНТЕГРАЛЫ	ВИДА ∫ dxxxR cos)(sin ,	где	 )(sin xR 		
ЯВЛЯЕТСЯ	ФУНКЦИЕЙ	АРГУМЕНТА xsin 	

Интегралы этого вида при использовании подстановки 
tx =sin  приводятся к интегралам вида ∫ dttR )( , где )(tR  – рацио-

нальная функция аргумента t . 

Пример 1.36. Найти интеграл ∫ +
dx

x
x

2sin4
cos . 

Решение.  

{ } =
+

==⇒==
+ ∫∫ 22 4

cossin:
sin4

cos
t

dtdtdxxtxаподстановкdx
x

x  

CxarctgCtarctg +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=

2
sin

2
1

22
1 . 

	
ИНТЕГРАЛЫ	ВИДА ∫ dxxxR sin)(cos ,	где	 )(cos xR 		
ЯВЛЯЕТСЯ	ФУНКЦИЕЙ	АРГУМЕНТА xcos 	 	

Интегралы данного вида приводятся к интегралам вида 
∫ dttR )( , где )(tR  – рациональная функция аргумента, при исполь-
зовании подстановки tx =cos . 

Пример 1.37. Найти интеграл ∫ +
dx

x
x

cos2
sin . 

Решение.  

{ } =++−=
+

−=−=⇒==
+ ∫∫ Ct

t
dtdtdxxtxdx

x
x |2|ln

2
sincos

cos2
sin

 

Cx ++−= |cos2|ln . 
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ИНТЕГРАЛЫ	ВИДА ∫ xx
dx

nm cossin
,	где	 Nm∈ ,	 Nn∈ 	

Подстановкой txtg = данный интеграл приводится к интегра-
лу от рациональной функции следующим образом: 

( )∫∫
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += dtt

txx
dx n

m

nm
2

2
22

2 111
cossin

. 

В частности, к интегралу вида ∫ xx
dx

nm cossin
, где Nm∈ , Nn∈  

сводятся следующие интегралы: 

• интеграл вида ∫ x
dx

msin
, используя прежде подстановку tx

=
2

, 

т. е.  

∫∫ −=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==

tt
dttx

x
dx

mmmm cossin2
1

2sin 1 ; 

• интеграл вида ∫ x
dx

ncos
, используя прежде подстановку 

tx =+
2
π  и формулу ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
sincos πxx , получим 

∫∫ =
t

dt
x

dx
nn sincos

. 

Надлежащие преобразования получившегося интеграла опи-
саны выше. 

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Как интегрировать ∫ dxbxaxcossin , ∫ dxbxaxcoscos , ∫ dxbxaxsinsin ? 

2. Как интегрировать ∫ dxxx mn cossin , NmNn ∈∈ , ?  
3. Что такое универсальная тригонометрическая подстановка?  
4. Для каких интегралов используется универсальная тригономет-

рическая подстановка?  
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5. Каким образом интегрировать ∫ dxxxR cos)(sin , где )(sin xR  явля-

ется функцией аргумента xsin и ∫ dxxxR sin)(cos , где )(cos xR  яв-
ляется функцией аргумента xcos ?  

6. Какую подстановку лучше использовать в ∫ xx
dx

nm cossin
, где 

Nm∈ , Nn∈ ? 

1.5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ	ПРОСТЕЙШИХ		
ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЕЙ	

ИНТЕГРАЛЫ	С	ЛИНЕЙНОЙ	ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЬЮ	

Если подынтегральная функция содержит только линейные 

иррациональности вида 1

1

)( n
m

bax + , 2

2

)( n
m

bax + , …, где Ra∈ , 0≠a , 
Rb∈ , 1m , 1n , 2m , 2n  – целые числа, то полезна подстановка 

stbax =+ )( , где s  – наименьшее общее кратное чисел 1n , 2n . …  
С помощью такой подстановки интеграл с линейной иррациональ-
ностью преобразуется в интеграл от рациональной функции. 

Пример 1.38. Найти интеграл ∫
+−+ 2

1
3
2

)12()12( xx

dx . 

Решение. Здесь подынтегральная функция содержит линей-

ные иррациональности 3
2

)2( bx +  и 2
1

)2( bx + . Следовательно, 31 =n , 
22 =n , а наименьшее общее кратное этих чисел 6=s .  

Применим подстановку 612 tx =+ . Тогда )1(
2
1 6 −= tx , 

dttdx 53= . 

Таким образом, после замены переменной интегрирования 
получим 

=
−

=
−

=

+−+
∫∫∫ dt

tt
tdt

tt
t

xx

dx
)1(

33

)12()12(
3

5

34

5

2
1

3
2
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=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++=

−
= ∫∫ dt

t
tdt

t
t

1
113

1
3 2

 

CxxxCttt
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−++++

+
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++= 1)12(ln)12(

2
)12(3|1|ln

2
3 6

1
6
13

1
2

. 

 

ИНТЕГРАЛЫ	С	КВАДРАТИЧНОЙ		
ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЬЮ	

• Интегралы вида ∫
++ cbxax

dx
2

, где a , b , c  – действитель-

ные числа. 

Интегралы такого вида путем выделения полного квадрата из 
квадратного трехчлена, в зависимости от знака числа а, приводятся 
к одному из табличных интегралов. 

Пример 1.39. Найти интеграл ∫
++ 522 xx

dx . 

Решение. В квадратном трехчлене 522 ++ xx  выделим пол-
ный квадрат: 4)1(52 22 ++=++ xxx . Тогда 

{ }∫∫ ==−=⇒=+=
++

=
++

dtdxtxtxзамена
x

dx
xx

dx ,11
4)1(52 22

 

CxxxCtt
t
dt

+++++=+++=
+

= ∫ 521ln4ln
4

22
2

. 

Пример 1.40. Найти интеграл ∫
−+− 143 2 xx

dx . 

Решение. Выделяя полный квадрат в квадратном трехчлене 
143 2 −+− xx , получим  
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=−+−

22
222

3
2

9
13

9
1

3
23

3
1

3
43143 xxxxxx .  

Следовательно, 

∫ ∫∫ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=
−+− 222

3
2

9
13

1

3
2

9
13

143
x

dx

x

dx
xx

dx  

∫ =
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =+=⇒=−=

2

9
13

1,
3
2

3
2:

t

dtdtdxtxtxзамена  

CxCxCt +−=+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+⋅= )23arcsin(

3
1

3
23arcsin

3
1)3arcsin(

3
1 . 

• Интегралы вида ∫
++

+ dx
cbxax

BAx
2

, где A, B , a , b , c  – дейст-

вительные числа. 

Чтобы найти такой интеграл, надо с подынтегральной функ-
цией произвести следующие действия: в числителе выделить про-
изводную квадратного трехчлена, стоящего под знаком корня, и 
почленным делением получившуюся дробь разложить на сумму 
двух дробей. После такого преобразования подынтегральной функ-
ции данный интеграл можно будет представить в виде суммы двух 
интегралов, один из которых элементарными преобразованиями 
приводится к табличному интегралу, а другой является интегралом 

вида ∫
++ cbxax

dx
2

, который рассмотрен выше. 

Пример 1.41. Найти интеграл ∫
++

− dx
xx

x
182

35
2

. 

Решение. Найдем производную квадратного трехчлена, стоя-
щего под знаком корня:  

84)182( 2 +=′++ xxx . 
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Выделим в числителе производную квадратного трехчлена: 

13)84(
4
535 −+=− xx . 

Таким образом, после преобразования числителя и почленно-
го деления, получим следующую цепочку равенств:  

=
++

−+
=

++

−
∫∫ dx

xx

x
dx

xx
x

182

13)84(
4
5

182
35

22
 

∫ ∫
++

−
++

+
=

182
13

182
84

4
5

22 xx
dxdx

xx
x . 

Найдем каждое слагаемое правого выражения этого равенства. 

Первое слагаемое: 

{ } ===+⇒=++=
++

+
∫∫ t

dtdtdxxtxxdx
xx

x
4
5)84(182

182
84

4
5 2

2
 

CxxCt +++=+⋅= 182
2
52

4
5 2

,
 

Второе слагаемое: 

=
++

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
++

∫∫∫
2
142

13

2
142

13
182

13
22

2
xx

dx

xx

dx
xx

dx  

 

{ } =
−

==−=⇒=+=
−+

= ∫∫
2
72

13,22

2
7)2(2

13
22 t

dtdtdxtxtx
x

dx  

CxxxCtt +++++=+−+=
2
142ln

2
13

2
7ln

2
13 22 . 
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Следовательно, 

Cxxxxxdx
xx

x
+++++−++=

++

−
∫ 2

142ln
2

13182
2
5

182
35 22

2
. 

• Интегралы вида ∫
+++ cbxaxBAx

dx
2)(

, где A, B , a , b , c  – 

действительные числа, 0≠A . 

Используя подстановку 
t

BAx 1
=+ , этот интеграл приводится 

к рассмотренному выше интегралу вида ∫
++ cbxax

dx
2

, где a , b , c  

– действительные числа. 

Пример 1.42. Найти интеграл ∫
+− 125 2 xxx

dx . 

Решение. 

=
+−

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =−=⇒==

+−
∫∫

1251

1
1,11

125
2

2

22

ttt

t
x

tdt
t

dx
t

x
xxx

dx

=++−+−=
+−

=
+−

= ∫∫ Cttt
t

dt
tt

dt 521ln
6)1(52

2
22

 

C
x

xxxC
xxx

+
+−+−

=++−+−=
1251ln52111ln

2

2 . 

Пример 1.43. Найти интеграл ∫
+++ 33)1( 2 xxx

dx . 

Решение.  

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
=−=−=⇒=+=

+++
∫ 1

1,1,1111
33)1( 22 x

t
t

dx
t

x
t

x
xxx

dx  
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=+++++=
++

=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
= ∫∫ Cttt

tt
dtdt

ttt

t 1
2
1ln

1
3113111

1
2

22

2
 

C
x

xx
x

C
xxx

+
+

++
++

+
=++

+
+

+
++

+
=

1
33

2
1

1
1ln1

1
1

)1(
1

2
1

1
1ln

2

2 . 

• Интегралы вида ∫ ++ dxcbxax2 , где a , b , c  – действитель-
ные числа, 0≠a . 

Выделением полного квадрата в квадратном трехчлене и при-
менением линейной подстановки интеграл ∫ ++ dxcbxax2  примет 
один из следующих видов: 

1) при 0>a  получим интеграл вида ∫ + dtMt 2 , где RM ∈ ; 

2) при 0<a  получим интеграл вида ∫ − dttM 2 , где RM ∈ . 

Чтобы найти такие интегралы, сначала подынтегральную 
функцию представляют в виде дроби, в которой знаменателем яв-
ляется иррациональность, а числителем – выражение, стоящее под 
знаком корня. Затем в преобразованной подынтегральной функции 
производят почленное деление, и таким образом исходный инте-
грал ( ∫ + dtMt 2  или ∫ − dttM 2 ) преобразуют в сумму двух инте-
гралов, один из которых является табличным, а другой интеграл 
находится интегрированием по частям один раз. После этого, вы-
ражая из полученного равенства исходный интеграл ( ∫ + dtMt 2  

или ∫ − dttM 2 ), получим окончательный ответ. 

Пример 1.44. Найти интеграл ∫ + dxx 52 . 

Решение.  

∫∫∫∫∫
+

+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

+
=

+

+
=+

5
5

55
5

55
55

22

2

22

2

2

2
2

x
dxdx

x
xdx

xx
xdx

x
xdxx . 
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Так как 

∫∫ +−+=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+=⇒
+

=

=⇒==
+

dxxxx

xv
x

dxxdv

dxduxu
частямпо

dx
x
x 55

5
5

,
:

5
22

2
2

2

2

; 

Cxx
x
dx

+++=
+

∫ 5ln
5

2
2

, 

то 

Cxxdxxxxdxx +++++−+=+ ∫∫ 5ln5555 2222 . 

Далее, выражая из полученного равенства ∫ + dxx 52 , получим ответ: 

Cxxxxdxx +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++++=+∫ 5ln55

2
15 222 . 

Пример 1.45. Найти интеграл ∫ − dxx29 . 

Решение.  

∫∫∫∫
−

−
−

=
−

−
=− dx

x
x

x
dxdx

x
xdxx

2

2

22

2
2

99
9

9
99 . 

Поскольку  

Cx
x

dx
+=

−
∫ 3

arcsin
9 2

; 

,99

9
9

,
:

9
22

2
2

2

2

∫∫ −+−−=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−−=⇒
−

=

=⇒==
−

dxxxx

xv
x

dxxdv

dxduxu
частямпо

dx
x

x

то 

( ) Cdxxxxxdxx +−+−−−=− ∫∫ 222 99
3

arcsin99 . 
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Следовательно, 

Cxxxdxx +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=−∫ 22 9

3
arcsin9

2
19 . 

• Тригонометрические подстановки. 

Интегралы с квадратичными иррациональностями вида 
22 xa − , 22 xa + , 22 ax −  приводятся к интегралам от рацио-

нальной относительно xsin  и xcos  функции с помощью надле-
жащей тригонометрической подстановки: 

1) для иррациональности 22 xa −  удобна подстановка tax sin=  
(или tax cos= ), 

2) для иррациональности 22 xa +  удобна подстановка ttgax =  
(или tctgax = ), 

3) для иррациональности 22 ax −  удобна подстановка 
t

ax
sin

=  

(или 
t

ax
cos

= ). 

Пример 1.46. Найти интеграл ∫ − dxx29 . 

Решение.  

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==⇒==−∫ 3

arcsin,cos3sin39 2 xtdttdxtxdxx  

 ==−=−= ∫∫∫ dttdtttdttt 222 cos9cossin19cossin993  

 =++=++=+= ∫ CtttCttdtt cossin
2
9

2
92sin

4
9

2
9)2cos1(

2
9  

 =+−⋅⋅+=+−+= CxxxCttt
9

1
32

9
3

arcsin
2
9sin1sin

2
9

2
9 2

2  

Cxxx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= 29

3
arcsin9

2
1 . 
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Пример 1.47. Найти интеграл ∫
− 42

2

x
dxx . 

Решение.  

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =−=⇒==

−
∫ x

tdt
t
tdx

t
x

x
dxx 2arcsin,

sin
cos2

sin
2

4 22

2

 

=−=
−

−=
−

⋅
−= ∫∫∫ dt

tt
tdt

tt
tdt

t

t
t

t
cossin

cos4
sin1sin

cos4
4

sin
4

sin
cos2

sin
4

323

2

22
 

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
==⇒==−=−= ∫∫ 2

33
3 1

2,2
2

2
cos

2
sin8

4
sin

4
u

dudtuarctgtuttgtt
dt

t
dt  

( ) =
+

−=
+

+
−=

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫∫∫ du

u
udu

uu
u

u
duu

u 3

22

23

32

2
2
3

22
3

2
)1(8

)1(
)1(8

1
21114  

Cuu
u

duu
uu

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−= ∫ 2

||ln2
2

18218
2

23 . 

Далее, постепенно возвращаясь к старой переменной интегрирова-
ния путем обратных подстановок, получим 

Cxxxx
x

dxx
+

−+
+−=

−
∫ 2

4ln24
24

2
2

2

2

. 

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Какую подстановку используют в интегралах с линейной ирра-
циональностью?  

2. Каковы способы интегрирования выражений с квадратичной ир-
рациональностью?  

3. Какие подстановки нужны для интегрирования выражений 
22 xa − , 22 xa + , 22 ax − ?  
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1.6. ИНТЕГРАЛЫ	ОТ	ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ		
БИНОМОВ 
Интегралы от дифференциальных биномов ∫ + dxbxax pnm )( , 

где m, n, p – рациональные числа, выражаются через элементарные 

функции только в трех случаях: когда p – целое число; когда 
n

m 1+  

– целое число, когда p
n

m
+

+1  – целое число. В каждом из этих слу-

чаев удобно применять свою подстановку: 

1) если p – целое число, то подстановка stx = , где s  – наи-
меньшее общее кратное знаменателей дробей m  и n ; 

2) если 
n

m 1+  – целое число, то подстановка sn tbxa =+ , где s  

– наименьшее общее кратное знаменателей дробей m  и n ; 

3) p
n

m
+

+1  – целое число, то подстановка r

n
tb

x
a

=+ , где r  – 

знаменатель дроби p . 

Пример 1.48. Найти интеграл ∫
+ 24 1 xx

dx , 

Решение. ∫∫
−− +=

+
dxxx

xx
dx 2

1
24

24
)1(

1
. 

Здесь 4−=m , 2=n , 
2
1

−=p , 1=a , 1=b .  

Поскольку 2
2
1

2
141

−=−
+−

=+
+ p
n

m  – целое число, то при-

меняем подстановку вида r
n tb

x
a

=+ , где r  – знаменатель дроби p . 
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Так как 4−=m , 2=n , 
2
1

−=p , 1=a , 1=b , 2=r , то, оконча-

тельно, получим подстановку 2
2 11 t

x
=+ . Следовательно, применяя 

данную подстановку, получим 

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
=

+
=+=

−−=−=−=⇒=+
=

+

−−−

∫
.1111

)1(,)1(,)1(11

1 2

2

2

2

2
3

22
1

21222
2

24

x
x

x
x

x
t

dtttdxtxtxt
x

xx
dx

 

=

−
−

−
−=

−
+−

−
−=

−+−

−−
= ∫∫∫ −−

−

dt

t
tt

ttdt

t
t

tt
tt

dttt

)1(
)1(

)1(

)1(
11)1(

)1(
)1(1)1(

)1(

2

2
2
3

2

22

2
2
3

2

22

1222

2
3

2

=+−=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−−=

−

−

−
−= ∫∫ CttCttdttdt

t

tt

tt 3
3

2

2
1

2

2
3

2

22

3
1

3
)1(

)1(
)1(

)1(  

( ) C
x

xxC
x

xxxC
x

x
x

x
+

+−
=+

+−+
=+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
−

+
= 3

22

3

3222
3

22

3
1)12(

3
1131

3
11 . 

Пример 1.49. Найти интеграл 
( )∫

+
104 1xx

dx . 

Решение. 
( ) ∫∫

−
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

+
dxxx

xx

dx
10

4
1

2
1

104
1

1
. 

Здесь 
2
1

−=m , 
4
1

=n , 10−=p , 1=a , 1=b , следовательно, применим 

подстановку вида stx = , где s  – наименьшее общее кратное знаме-
нателей дробей m  и n  (т. е. 4=s ), поскольку 10−=p  – целое число. 
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Тогда получим следующую цепочку равенств: 

( )
=

+
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==⇒==
+

∫∫ dt
tt

txtdttdxtx
xx

dx
102

3
4
1

34
104 )1(

4,4
1

 

=
+

−
+

=
+
−+

=
+

= ∫∫∫∫ 1091010 )1(
4

)1(
4

)1(
114

)1(
4

t
dt

t
dtdt

t
tdt

t
t  

=+
+

+
+

−=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−⋅= C
tt

C
tt 9898 )1(9

4
)1(2

1
)1(9

14
)1(8

14  

( ) ( )
C

xx
+

+
+

+
−= 9484 19

4

12

1 . 

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Что такое дифференциальный бином?  
2. Какие есть способы интегрирования дифференциальных биномов? 
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2.	ОПРЕДЕЛЕННЫЙ	ИНТЕГРАЛ	

2.1.	ЗАДАЧИ,	ПРИВОДЯЩИЕ	К	ПОНЯТИЮ	
	ОПРЕДЕЛЕННОГО	ИНТЕГРАЛА	

ЗАДАЧА	О	ПРОЙДЕННОМ	ПУТИ	

Рассмотрим задачу: требуется найти путь S , пройденный ма-
териальной точкой за промежуток времени ],[ 0 Tt , если известен 
закон изменения мгновенной скорости )(tvv = . 

Чтобы решить поставленную задачу, разобьем отрезок време-
ни ],[ 0 Tt  моментами времени (точками) Ttttt n =<<<< L210  на n  
частичных временных отрезков ],[ 1 kk tt − , nk ,,2,1 K= , и обозначим 
длину отрезка ],[ 1 kk tt −  как 1−−=∆ kkk ttt . Далее, пусть knk

td ∆=
≤≤1

max . 

Если отрезки ],[ 1 kk tt −  достаточно малы, то на каждом из них, без 
ограничения общности, движение можно считать равномерным, 
что дает нам следующее уравнение для определения пути: 

∑
=

∆τ=∆τ++∆τ+∆τ≈
n

k
kknn tvtvtvtvS

1
2211 )()()()( L , 

где точка ],[ 1 kkk tt −∈τ , nk ,,2,1 K= . 

Эта сумма будет тем точнее, чем меньше каждый временной 
отрезок, а уменьшение временных отрезков можно достичь увели-
чением точек разбиения, т. е. при 0→d . Таким образом, за путь, 
пройденный за период ],[ 0 Tt  со скоростью )(tvv = , можно принять 

∑
=→

∆τ=
n

k
kkd

tvS
10

)(lim . 

ЗАДАЧА	О	ПЛОЩАДИ	КРИВОЛИНЕЙНОЙ	ТРАПЕЦИИ	

Определение. Криволинейной трапецией называют плоскую 
фигуру, ограниченную графиком функции )(xf , которая непрерыв-
на и неотрицательна на отрезке ],[ ba , а также прямыми ax = , 

bx = , 0=y . 
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Рассмотрим задачу: требуется найти площадь aABbS  криволи-
нейной трапеции (рис.1). 

 

Рис. 1 

Чтобы решить эту задачу, разобьем отрезок ],[ ba  точками 
bxxxa n =<<<= L10  на n  частичных отрезков ],[ 1 kk xx −  и положим 

1−−=∆ kkk xxx , nk ,,2,1 K= . Пусть наибольшая из разностей 
1−−=∆ kkk xxx  есть knk

xd ∆=
≤≤1

max . Выберем на каждом частичном от-

резке ],[ 1 kk xx −  точку kξ . Тогда произведение kk xf ∆⋅ξ )(  дает пло-
щадь прямоугольника со сторонами )( kf ξ и kx∆ , т. е. 

kkk xfS ∆⋅ξ= )( , а сумма 

aABb

n

k
kk

n

k
k SxfS ≈∆⋅ξ= ∑∑

== 11
)( . 

Эта сумма будет тем точнее, чем меньше каждый частичный отре-
зок. Таким образом, за площадь криволинейной трапеции можно 
принять ∑

=→
∆⋅ξ=

n

k
kkdaABb xfS

10
)(lim . 

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Как формулируется задача о пройденном пути?  
2. Что называется криволинейной трапецией?  
3. Как формулируется задача о площади криволинейной трапеции?  
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2.2.	ПОНЯТИЕ	ОПРЕДЕЛЕННОГО	ИНТЕГРАЛА	

Рассмотрим отрезок ],[ ba  действительной числовой оси OX . 

Определение. Точки nxxx ,,, 10 K , такие что 
bxxxa n =<<<= L10 , называют точками разбиения отрезка 

],[ ba ;  

отрезки ],[ 1 kk xx − , nk ,,2,1 K= , называют частичными от-
резками;  

число knk
xd ∆=

≤≤1
max , где 1−−=∆ kkk xxx  называют диаметром 

разбиения отрезка ],[ ba  на частичные отрезки ],[ 1 kk xx − , 
nk ,,2,1 K= . 

Определение. Сумму ∑
=

∆⋅
n

k
kk xf

1
)(τ  называют интегральной 

суммой функции )(tfy =  на отрезке ],[ ba . 

Пусть 1) функция )(tfy =  непрерывна на отрезке ],[ ba , 

2) точка ],[ 1 kkk xx −∈τ , nk ,,2,1 K= . 

Определение. Определенным интегралом от функции 
)(tfy =  на отрезке ],[ ba  называют предел интегральной суммы 

∑
=

∆⋅τ
n

k
kk xf

1
)( , не зависящий от способа разбиения отрезка ],[ ba  на 

частичные отрезки ],[ 1 kk xx −  и от выбора точек ],[ 1 kkk xx −∈τ , 
nk ,,2,1 K= , при стремлении диаметра d  разбиения к нулю и обо-

значают ∫
b

a

dxxf )( , т. е. 

∑∫
=→

∆⋅τ=
n

k
kkd

b

a
xfdxxf

10
)(lim)( . 

Здесь ∫ – знак интеграла, число а – нижний предел интегрирова-
ния, число b – верхний предел интегрирования, dxxf )(  – подынте-
гральное выражение, )(xf  – подынтегральная функция, x – пере-
менная интегрирования. 
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ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Что называют точками разбиения?  
2. Что называется частичным отрезком? 
3. Что такое диаметр разбиения?  
4. Что называется интегральной суммой?  
5. Что называется определенным интегралом? 

 

2.3.		УСЛОВИЯ	ИНТЕГРИРУЕМОСТИ	ФУНКЦИЙ,		
КЛАССЫ	ИНТЕГРИРУЕМЫХ	ФУНКЦИЙ 
Определение. Функция )(tfy = , определенная на отрезке 

],[ ba , называется интегрируемой (по Риману) на этом отрезке, 

если для нее существует определенный интеграл ∫
b

a

dxxf )( .  

Теорема 1 (необходимое условие интегрируемости). Функ-
ция )(tfy = , интегрируемая на отрезке ],[ ba , ограничена на нем. 

Доказательство. Пусть )(xf  неограниченна на отрезке ],[ ba , 
тогда при любом разбиении отрезка ],[ ba  функция )(xf  неограни-
ченна хотя бы на одном из частичных отрезков. Пусть, для опреде-
ленности, она неограниченна на отрезке ],[ 10 xx . 

На остальных частичных отрезках выберем точки 2ξ , 3ξ ,…, 
nξ  и обозначим 

nn xfxfxf ∆ξ++∆ξ+∆ξ=σ′ )()()( 3322 L . 

Зададим произвольное число 0>M  и возьмем такое 

],[ 101 xx∈ξ , чтобы 
1

1

|||)(|
x

Mf
∆
+σ′

≥ξ , так как функция )(xf  неогра-

ниченна на отрезке ],[ 10 xx . Тогда Mxf +σ′>∆ξ |||)(| 11 и 

Mxfxf ≥σ′−∆ξ≥σ′+∆ξ=σ |||)(||)(||| 1111 . 

То есть получаем, что интегральная сумма σ  по абсолютной 
величине больше любого положительного числа M . Следователь-
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но, не существует предела интегральной суммы (здесь интеграль-
ная сумма не имеет конечного предела). Таким образом, функция 

)(xf  не интегрируема на отрезке. Теорема доказана. 

Например, функция Дирихле  

⎩
⎨
⎧

=
ьноиррационалxесли
орациональнxесли

xf
,0

,,1
)(  

ограничена на отрезке ]1,0[  (так как ]1,0[1|)(| ∈∀≤ xxf ), но она не 
интегрируема на нем. 

Пусть  

1) )(xf  функция ограничена на ],[ ba , 
2) }{ kx , nk ,...,1,0=  – разбиение ],[ ba  точками: 

bxxxxa nk =<<<<= LL10 , 
3) )(sup

1

xfM
kk xxx

k
≤≤−

=  – точная верхняя грань функции )(xf на 

k -м отрезке разбиения, 
4) )(inf

1
xfm

kk xxxk ≤≤−

=  – точная нижняя грань функции )(xf на  

k -м отрезке разбиения. 

Определение. Сумма вида ∑
=

∆=
n

k
kk xMS

1
 называется верхней 

суммой Дарбу функции для разбиения, построенного выше. 

Определение. Сумма вида ∑
=

∆=
n

k
kk xms

1
 называется нижней 

суммой Дарбу функции для разбиения, построенного выше. 

Теорема 2. Суммы Дарбу и интегральная сумма связаны от-
ношением Ss ≤σ≤ . 

Доказательство. Из определений точных верхней и нижней 
граней следует, что ],[ 1 kkk xx −∈ξ∀  справедливо неравенство 

kkk Mfm ≤ξ≤ )( . Следовательно,  

SxMxfxms
n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk =∆≤∆ξ≤∆= ∑∑∑

=== 111
)( . 
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Поскольку ∑
=

∆ξ=σ
n

k
kk xf

1
)( , то получим, что Ss ≤σ≤ . Тео-

рема доказана. 

Геометрическая интерпретация сумм Дарбу: Нижняя сум-
ма Дарбу s  – площадь ступенчатой фигуры, вписанной в криволи-
нейную трапецию, верхняя сумма Дарбу S  – площадь ступенчатой 
фигуры, описанной вокруг криволинейной трапеции. 

Замечание 1. Суммы Дарбу зависят от разбиения отрезка, а 
интегральная сумма зависит еще и от выбора точек из отрезка раз-
биения. 

Замечание 2. При фиксированном разбиении отрезка суммы 
Дарбу – это некоторые числа, а интегральная сумма – это перемен-
ная величина, так как точка внутри отрезка разбиения выбирается 
произвольно. 

Определение. Верхним интегралом Дарбу *J  называется 
точная нижняя грань множества }{S  верхних сумм Дарбу. 

Определение. Нижним интегралом Дарбу *J  называется точ-
ная верхняя грань множества }{s  нижних сумм Дарбу. 

Свойства сумм Дарбу: 

1. Ss ≤≤σ  (теорема 2). 
2. Для любого фиксированного разбиения }{ kx  и 0>ε∀  

],[ 1 kkk xx −∈ξ∃  такие, что а) ε≤σ−≤ S0 , б) ε≤−σ≤ s0 . 

Доказательство. Докажем пункт а). Пусть }{ kx  – некоторое 

фиксированное разбиение ],[ ba ; ∑
=

∆=
n

k
kk xMS

1
, )(sup

],[ 1

xfM
kk xxx

k
−∈

= . 

По свойству точной верхней грани можно найти такую точку kξ , 

что 
ab

fM kk −
ε

<ξ−≤ )(0 , nk ,1= . 

Умножим неравенство на kx∆  и просуммируем по nk ,1= . 
Получим  
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ε=−⋅
−
ε

=∆⋅
−
ε

<∆ξ−∆≤ ∑∑∑
===

)()(0
111

ab
ab

x
ab

xfxM
n

k
k

n

k
kk

n

k
kk .  

Следовательно, ε<σ−≤ S0 . Пункт б) доказывается анало-
гично. Свойство доказано. 

3. От добавления к данному разбиению отрезка новых точек 
разбиения а) нижняя сумма Дарбу не уменьшится, б) верх-
няя сумма Дарбу не увеличится. 

Доказательство. Докажем пункт б). Добавим к разбиению 
}{ kx  еще одну точку x′ , т. е. построим новое разбиение 

xxx kk ′∪= }{}{ '  отрезка ],[ ba . Пусть для определенности 
],[ 1 kk xxx −∈′ .  

Тогда ],[],[],[ 11 kkkk xxxxxx ′∪′= −− .  

Обозначим )(sup
1

' xfM
xxx

k
x ′≤≤−

= , )(sup'' xfM
kxxx

k
≤≤′

= . Поскольку  

)()( ''
1

' xxMxxM kkkk ′−+−′ −  – часть верхней суммы Дарбу для разбие-
ния }{ '

kx ,  

)(sup
1

xfM
kk xxx

k
≤≤−

=  – часть верхней суммы Дарбу для начального раз-

биения }{ kx ,  

и так как kk MM ≤'  и kk MM ≤'' , то 

kkkkkkkkkk xMxxMxxMxxMxxM ∆=′−+−′≤′−+−′ −− )()()()( 1
''

1
' . 

Следовательно, SS ≤′ . Пункт а) доказывается аналогично. 
Свойство доказано. 

4. Нижняя сумма Дарбу для разбиения }{ '
kx  не превосходит 

верхнюю сумму Дарбу для другого разбиения }{ ''
kx  того же 

отрезка. 
5. Множество }{S  верхних сумм Дарбу функции )(xf  для 

всевозможных разбиений ],[ ba  ограничено снизу, а множе-
ство }{s  нижних сумм Дарбу функции )(xf  для всевоз-



 59

можных разбиений ],[ ba  ограничено сверху, причем точ-
ная верхняя грань множества }{s  не превосходит точную 
верхнюю грань множества }{S . 

6. Основная лемма Дарбу. Пусть }{ kx  – разбиение ],[ ba , 
}{ '

kx  – измельчение добавлением l  точек. Тогда 
dlmMSS )(0 −≤′−≤ , dlmMss )(0 −≤−′≤ , где d  – диаметр 

}{ kx , и а) SJ
d 0
lim*
→

= , б) sJ
d 0* lim
→

= . 

Теорема 3 (основная теорема Дарбу). Для того чтобы огра-
ниченная на ],[ ba  функция )(xf  была интегрируема, необходимо и 
достаточно, чтобы ** JJ = ,т. е. 0)(lim

0
=−

→
sS

d
. 

Доказательство. При доказательстве будем учитывать, что  
 
1) условие 0)(lim

0
=−

→
sS

d
 означает, что 0>ε∀  0>δ∃  такое, что 

при δ<d  выполняется неравенство ε<− || sS ; 
2) неравенство ε<− || sS  равносильно неравенству ε<− sS , 

так как Ss ≤ . 
Докажем необходимость. Пусть )(xf  интегрируема на ],[ ba , 

т. е. ∫=∃
b

a

dxxfJ )( . Это означает, что 0>∀ε  0>∃δ  такое, что 

4
|| ε
<−σ J  }{ kx∀ , удовлетворяющего неравенству δ<d  независимо 

от выбора точек kξ . 
Зафиксируем такое разбиение }{ kx . Для него, по свойству 2, 

можно найти такие интегральные суммы σ′  и σ′′ , что 
4
ε

≤σ′−S  , 

4
ε

≤−σ′′ s . Следовательно,  

ε=
ε

+
ε

+
ε

+
ε

<−σ ′′+σ ′′−+−σ′+σ′−=−
4444

)()()()( sJJSsS .  
 

Необходимость доказана.  
Докажем достаточность. Пусть ε<− sS . Согласно свойству 5 

для любых нижних и верхних сумм Дарбу SJJs ≤≤≤ ** . Следова-
тельно, sSJJ −≤−≤ **0 . То есть ε<−≤ **0 JJ  по предположе-
нию 0>ε∀ . Следовательно, ** JJ = .  
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Полагая JJJ == ** , получим для любого разбиения SJs ≤≤ . 
Если σ , s , S  отвечают одному разбиению }{ kx , то Ss ≤σ≤ . Та-
ким образом, из полученных неравенств и следует, что 

 sSJ −≤−σ || . 

По условию 0>ε∀  0>δ∃  такое, что при δ<d  выполняется 
неравенство ε<− sS . Но тогда при δ<d  выполняется неравенство 

ε<−σ || J . Следовательно, σ=
→0

lim
d

J , т. е. функция интегрируема 

на ],[ ba . Достаточность доказана. Таким образом, теорема доказана. 
 
Теорема 4. Функция )(tfy = , непрерывная на отрезке ],[ ba , 

интегрируема на этом отрезке. 
Доказательство. Так как )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , 

то по теореме Кантора она равномерно непрерывна на нем, т. е. 

0>
−
ε

∀
ab

 0>δ∃ такое, что ε<ξ−ξ |)()(| 21 ff  21,ξξ∀ , удовлетво-

ряющих неравенству δ<ξ−ξ || 21 . 

Выберем }{ kx  так, чтобы δ<d . Следовательно, 
ab

mM kk −
ε

<− , 

где )(sup
1

xfM
kk xxx

k
≤≤−

= , )(inf
1

xfm
kk xxxk

≤≤−

= . Получим 

ε=−⋅
−
ε

<∆⋅
−
ε

<∆−=− ∑∑
==

)()(
11

ab
ab

x
ab

xmMsS
n

k
k

n

k
kkk

, 
т. е. ε<− sS . Теорема доказана. 

Теорема 5. Функция )(tfy = , определенная и монотонная на 
отрезке ],[ ba , интегрируема на этом отрезке. 

Доказательство. Пусть функция )(xf  монотонна на ],[ ba , 
для определенности, пусть )( 1xf < )( 2xf   2121 :, xxxx <∀  и kM , 

km  определены выше.  
Для монотонной на отрезке ],[ ba  функции получим  

=−++−+−=−∑
=

)()()()( 2211
1

nn

n

k
kk mMmMmMmM L  

)()(1 afbfmM n −=−= ,  

так как 21 mM = , 32 mM = , …, nn mM =−1 . 
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Пусть диаметр разбиения 
)()( afbf

d
−
ε

=δ<  тогда  

∑∑
==

ε=
−
ε

⋅−=−<∆−=−
n

k
kk

n

k
kkk afbf

afbfdmMxmMsS
11 )()(

))()(()()( . 

Теорема доказана. 

Теорема 6. Функция )(tfy = , ограниченная на отрезке ],[ ba  
и имеющая на нем конечное число точек разрыва, интегрируема на 
этом отрезке. 

Замечание. Ограниченность функции не является доста-
точным условием для ее интегрируемости.  

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Какая функция называется интегрируемой на отрезке?  
2. Что называется верхней (нижней) суммой Дарбу?  
3. Какова геометрическая интерпретация сумм Дарбу?  
4. Какие функции можно интегрировать на отрезке (теоремы 1–5)?  
5. Является ли свойство ограниченности функции достаточным 

условием ее интегрируемости? 

2.4. СВОЙСТВА	ОПРЕДЕЛЕННОГО	ИНТЕГРАЛА	

Пусть функции )(xf  и )(xg  интегрируемы на отрезке ],[ ba . 
Тогда 

1) функция )()( xgxf +  интегрируема на ],[ ba  и 

( ) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( ; 

2) функция )(xfC  интегрируема на ],[ ba  и ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfCdxxfC )()( , 

где C  – постоянная величина;  

3)  функция )()( xgxf ⋅  интегрируема на ],[ ba ; 

4) функция )(xf  интегрируема на ],[ dc  где ],[],[ badc ⊂  ; 
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5) ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( , если ],[ bac∈ , и если функция )(xf  

интегрируема на отрезках ],[ ca  и ],[ bc , то она интегрируема на 

отрезке ],[ ba  и ∫∫∫ =+
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()( ;  

6) 0)( =∫
a

a

dxxf ; 

7) ∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( ; 

8) если функция 0)( ≥xf  ],[ bax∈∀ , то 0)( =≥∫
b

a

dxxf и если 

)()( xgxf ≥  ],[ bax∈∀ , то ∫∫ ≥
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( ; 

9)  функция |)(| xf  интегрируема на ],[ ba  и ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxfdxxf |)(|)( , 

ba < . 

Доказательство. Пусть функции )(xf  и )(xg  интегрируемы 

на отрезке ],[ ba . Тогда существуют пределы ∑
=→

∆ξ
n

k
kkd

xf
10

)(lim  и 

∑
=→

∆ξ
n

k
kkd

xg
10

)(lim .  

1.  Согласно свойствам предела последовательности имеем 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆+∆=∆+∆ ∑∑∑∑

==→=→=→

n

k
kk

n

k
kkd

n

k
kkd

n

k
kkd

xgxfxgxf
1101010

)()(lim)(lim)(lim ξξξξ

∑
=→

∆ξ+ξ=
n

k
kkkd

xgf
10

))()((lim . 

Следовательно, функция )()( xgxf +  интегрируема на отрезке ],[ ba . 

Таким образом, ∑∫
=→

=∆ξ+ξ=+
n

k
kkk

b

a d
xgfdxxgxf

10
))()((lim))()((  

∫∫∑∑ +=∆ξ+∆ξ
=→=→

b

a

b

a

n

k
kkd

n

k
kkd

dxxgdxxfxgxf )()()(lim)(lim
1010

. 

Свойство 1 доказано. 



 63

2. Свойство 2 доказывается аналогично. 
3. Представим произведение функций в виде 

( )22 ))()(())()(
4
1)()( xgxfxgxfxgxf −−+=⋅ . 

Используя свойства пределов аналогично доказательству 
свойства 1 и само свойство 1, получим, что функции 

2
1 ))()(( xgxft +=  и 2

2 ))()(( xgxft −=  интегрируемы на отрезке ],[ ba . 

По свойствам 1 и 2 функция )(
4
1

21 tt −  интегрируема на отрез-

ке ],[ ba . Следовательно, и функция )()( xgxf ⋅  интегрируема на 
этом отрезке. Свойство 3 доказано. 

4. Свойство 4 очевидно. На самом деле, разбиение отрезка 
],[ ba  содержит разбиение отрезка ],[ dc , а следовательно, из суще-

ствования предела интегральных сумм, построенных для отрезка 
],[ ba , следует существование предела интегральных сумм, постро-

енных для отрезка ],[ dc . Таким образом, функция )(xf  интегри-
руема на отрезке ],[ dc . Свойство 4 доказано. 

5. Первая часть свойства 5 очевидна, поскольку  

=∆ξ+∆ξ=∆ξ= ∑∑∑∫
+=→=→=→

n

mk
kkd

m

k
kkd

n

k
kkd

b

a
xfxfxfdxxf

101010
)(lim)(lim)(lim)(  

∫∫ +=
b

c

c

a

dxxfdxxf )()( ,  

где разбиение отрезка ],[ ba  следующее: 

bxxcxxxa nmm =<<<=<<<= + LL 110  . 

Докажем вторую часть этого свойства. 

Рассмотрим отрезки ],[ ca  и ],[ bc  такие, что ],[],[],[ babcca =∪ , 
т. е. bca << .  

Пусть }{ '
kx  – разбиение отрезка ],[ ca , }{ ''

kx  – разбиение отрез-
ка ],[ bc . Поскольку функция интегрируема на этих отрезках, суще-
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ствуют пределы ∑
=→

∆ξ
n

k
kkd

xf
1

''

0
)(lim

'
 и ∑

=→
∆ξ

n

k
kkd

xf
1

''''

0
)(lim

''
, где }{max '

1

'
knk

xd ∆=
≤≤

, 

}{max ''

1

''
knk

xd ∆=
≤≤

. 

При этом }{}{}{ '''
kkk xxx =∪  – разбиение отрезка ],[ ba .  

Пусть ),min( ''' ddd = , тогда существует сумма 

∑∑
=→=→

∆ξ+∆ξ
n

k
kkd

n

k
kkd

xfxf
1

''''

01

''

0
)(lim)(lim

''
 и  

( )=∆ξ+∆ξ=∆ξ+∆ξ ∑∑∑
=→=→=→

''''

1

''

01

''''

01

''

0
)()(lim)(lim)(lim

'' kk

n

k
kkd

n

k
kkd

n

k
kkd

xfxfxfxf  

∑
=→

∆ξ=
n

k
kkd

xf
10

)(lim . 

Следовательно, функция )(xf  интегрируема на отрезке ],[ ba , и  

∫∫∫ =+
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . Свойство 5 доказано. 

6. Свойство 6 очевидно, поскольку разбиение отрезка ],[ aa  

равно 0, а следовательно, и 0)( =∫
a

a

dxxf . Свойство 6 доказано. 

7. Пусть }{ kx  – разбиение отрезка ],[ ba : 
bxxxa n =<<<= L10 ,  

}{ '
kx  – разбиение отрезка ],[ ab : axxxb n =>>>= L10 . 

Тогда 1−−=∆ kkk xxx  для отрезка ],[ ba  и '
1)( kkkk xxxx ∆=−−=∆ −  

для отрезка ],[ ab . 

Следовательно, ∑∑
==

∆ξ−=∆ξ
n

k
kk

n

k
kk xfxf

1

'

1
)()( , а значит  

∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . Свойство 7 доказано. 
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8. Пусть ba < . Тогда ∑∑
==

∆ξ≤∆ξ
n

k
kk

n

k
kk xgxf

11
)()( . 

Переходя к пределу, получим следующее:  

∫∑∑∫ =∆ξ≤∆ξ=
==

b

a

n

k
kk

n

k
kk

b

a
dxxgxgxfdxxf )()()()(

11
. Свойство 8 до-

казано. 

9. Поскольку |)(|)(|)(| xfxfxf ≤≤− , то, согласно свойству 8, 

получим ∫∫∫ ≤≤−
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxf |)(|)(|)(| , т. е. (по свойству модуля)  

∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxfdxxf |)(|)( . Свойство 9 доказано. 

 

2.5. ИНТЕГРАЛ	С	ПЕРЕМЕННЫМ	ВЕРХНИМ		
ПРЕДЕЛОМ	

Определение. Функция ∫=Φ
x

a

dttfx )()(  называется интегралом 

с переменным верхним пределом. 

Геометрический смысл интеграла с переменным верхним 
пределом: площадь криволинейной трапеции, ограниченной ли-
ниями 0)( ≥= tfy , 0=y , at = , axt >= . 

Теорема. Производная интеграла от непрерывной функции 
по переменному верхнему пределу существует и равна значению 
подынтегральной функции в точке, равной верхнему пределу, т. е.  

)()()(
'

' xfdttfx
x

a

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Φ ∫ . 

Доказательство. Возьмем любое ],[ bax∈  и придадим ему 
приращение 0≠∆x , такое, что ],[ baxx ∈∆+ . Тогда, учитывая свой-
ство 7, получим следующую цепочку равенств: 
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∫∫∫∫
∆+∆+∆+

+Φ=+==∆+Φ
xx

a

xx

x

x

a

xx

a

dttfxdttfdttfdttfxx )()()()()()( . 

Следовательно, приращение функции )(xΦ  имеет вид  

∫
∆+

=Φ−∆+Φ
xx

x

dttfxxx )()()( . 

Используя теорему Лагранжа, получим  

xxxfxxxxxfxxx ∆⋅∆⋅+=−∆+∆⋅+=Φ−∆+Φ )())(()()( θθ , 
]1,0[∈θ . 

По определению производной 

=
∆

Φ−∆+Φ
=

∆
∆Φ

=Φ
→∆→∆ x

xxx
x
xx

xx

)()(lim)(lim)(
00

'  

)()(lim
0

xf
x

xxxf
x

=
∆

∆⋅∆⋅+
=

→∆

θ  ],[ bax∈∀ . 

Таким образом,  

)()()(
'

' xfdttfx
x

a

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Φ ∫ , а Cdttfdxxf

x

+=∫ ∫
0

)()( .  

Теорема доказана. 

2.6. ФОРМУЛА	НЬЮТОНА	–	ЛЕЙБНИЦА	

Теорема. Если )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba  и )(xF  – 
первобразная для функции )(xf  на отрезке ],[ ba , т. е. 

)()( xfxF =′ ,то  

)()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫ . 

Доказательство. Способ 1 (используя теорему Лагранжа). 
Разобьем отрезок ],[ ba  на n  частичных отрезков точками 

bxxxa n =<<<= L10 . Согласно формуле Лагранжа и тому, что 
)()( xfxF =′ , имеем 
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1111111 ,)())(()()( xcaxcfaxcFaFxF <<∆=−′=− , 

2112212212 ,)())(()()( xcxxcfxxcFxFxF <<∆=−′=− , 

3123323323 ,)())(()()( xcxxcfxxcFxFxF <<∆=−′=− , 
LLLLLLLLLLLLLLLLL  

bcxxcfxbcFxFbF nnnnnn <<∆=−′=− −−− 1111 ,)())(()()( . 

Суммируя эти равенства, получим 

∑
=

∆=−
n

k
kk xcfaFbF

1
)()()( . 

Так как )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , то 

∫∑ =∆
=→

b

a

n

k
kkd

dxxfxcf )()(lim
10

, 

где knk
xd ∆=

≤≤1
max  – диаметр разбиения отрезка ],[ ba  на частичные 

отрезки ],[ 1 kk xx − , nk ,,2,1 K= . 

Поэтому, переходя в равенстве ∑
=

∆=−
n

k
kk xcfaFbF

1
)()()(  к пре-

делу при 0→d , получим  

)()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫ . 

Способ 2 (используя интеграл с переменным верхним преде-

лом). Рассмотрим функцию ∫=Φ
x

a

dttfx )()( , ],[ bax∈ . Эта функция 

является первообразной для функции )(xf  на отрезке ],[ ba . 

Поскольку две первообразные для одной и той же функции 
отличаются друг от друга на постоянное слагаемое C , т. е. 

CxFx +=Φ )()( , или CxFdttf
x

a

+=∫ )()(  ],[ bax∈∀ , где функция )(xF  

– первообразная для функции )(xf , при ax =  имеем 
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CaFdttf
a

a

+=∫ )()( . А по свойству 7 0)( =∫
a

a

dttf . Следовательно, 

0)( =+ CaF , т. е. )(aFC −=  и )()()( aFxFdttf
x

a

+=∫ . 

При bx =  имеем )()()()( aFbFCbFdttf
b

a

−=+=∫ , или, обозна-

чая t  через x , получим )()()()( aFbFCbFdxxf
b

a

−=+=∫ . Теорема 

доказана. 

Замечание. Если ввести обозначение b
axFaFbF )()()( =− , то 

формула Ньютона – Лейбница примет вид b
a

b

a

xFdxxf )()( =∫ , где 

)()( xfxF =′ . 

Пример 2.1. Вычислить интеграл ∫
1

0

2 dxx . 

Решение. Так как первообразная подынтегральной функции 
xxf 2)( =  есть 2)( xxF = , то, по формуле Ньютона – Лейбница, по-

лучим 

101012 221

0
2

1

0

=−=−==∫ xdxx . 

Пример 2.2. Вычислить интеграл ∫
2

0

cos

π

dxx . 

Решение. Первообразной подынтегральной функции 
xxf cos)( =  является функция xxF sin)( = . Следовательно, исполь-

зуя формулу Ньютона – Лейбница, получим 

1010sin
2

sinsincos 2

0

2

0
=−=−

π
==

π

π

∫ xdxx . 
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Пример 2.3. Вычислить интеграл ( )∫ −
1

0

23 dxex x . 

Решение. Подынтегральная функция – xexxf 23)( −= . Ее пер-

вообразная – xexxF 22

2
1

2
3)( −= . Следовательно, согласно формуле 

Ньютона – Лейбница, 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−∫ 0222

1

0

22
1

0

2

2
10

2
3

2
11

2
3

2
1

2
33 eeexdxex xx  

22

2
12

2
10

2
1

2
3 ee −=+−−= . 

Пример 2.4. Скорость движения тела задана уравнением 
2312 ttv −=  (м/с). Найти путь, пройденный телом от начала движе-

ния до остановки. 

Решение. Скорость тела в момент начала движения и оста-
новки равна нулю. Чтобы найти момент остановки тела, решим 
уравнение 0=v , т. е. уравнение 0312 2 =− tt . Уравнение имеет два 
корня: 01 =t , и 42 =t . Поскольку момент начала движения – это 

01 =t , то момент остановки – это 42 =t . Следовательно, путь, прой-
денный телом от начала движения до остановки, будет 

320)64166()6()312(
4

0
32

4

0

2 =−−⋅=−=−= ∫ ttdtttS (м). 

2.7. ТЕОРЕМЫ	О	СРЕДНЕМ	

Теорема 1. Если )(xf непрерывна на отрезке ],[ ba , то най-

дется такая точка ),( bac∈ , что )()()( cfabdxxf
b

a

−=∫ . 

Доказательство. По формуле Ньютона – Лейбница имеем 

)()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫ , 

где )()( xfxF =′ .  
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Применяя теорему Лагранжа (если функция )(xfy =  непрерывна 
на отрезке ],[ ba  и дифференцируема в ),( ba , то найдется такая 
точка ),( bac∈ , что )()()()( cfabafbf ′−=− ), получим 

)()()()()()( cfabcFabaFbF −=′−=− , 

где ),( bac∈ . Теорема доказана. 

Замечание. Формула )()()( cfabdxxf
b

a

−=∫  имеет простое 

геометрическое толкование: площадь криволинейной трапеции 
равна площади прямоугольника с тем же основанием и высотой, 
равной )(cf . 

Теорема 2. Если функция )(xf  интегрируема на отрезке 
],[ ba , функция )(xg  – монотонна на отрезке ],[ ba , то существует 

точка ],[ ba∈ξ  такая, что  

∫∫ ∫ ⋅+⋅=⋅
bb

a a

dxxfbgdxxfagdxxgxf
ξ

ξ

)()()()()()( . 

Замечание. Формула  

∫∫ ∫ ⋅+⋅=⋅
bb

a a

dxxfbgdxxfagdxxgxf
ξ

ξ

)()()()()()(  называется фор-

мулой Бонне. 

Определение. Число ∫⋅−
=µ

b

a
dxxf

ab
)(1  называется средним 

значением функции )(xf  на отрезке ],[ ba . 

Пример 2.5. Найти среднее значение функции xxf sin)( =  на 
отрезке ],0[ π . 

Решение. По определению, так как 0=a , π=b , получим  

π
π

ππ
µ

π 2)0coscos(1sin
0

1

0

=+−=⋅
−

= ∫ dxx . 
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ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Какими свойствами обладает определенный интеграл?  
2. Каков вид имеет формула Ньютона – Лейбница и для чего она 

применяется?  
3. Каково геометрическое толкование теоремы о среднем для оп-

ределенного интеграла?  
4. Что называется средним значением функции на отрезке? 

2.8.	СПОСОБЫ	ИНТЕГРИРОВАНИЯ		
ОПРЕДЕЛЕННОГО	ИНТЕГРАЛА	

Для вычисления определенного интеграла широко использу-
ется формула Ньютона – Лейбница. Однако чтобы этой формулой 
воспользоваться, необходимо найти первообразную подынтеграль-
ной функции, т. е., по сути, найти соответствующий неопределен-
ный интеграл. Все способы интегрирования неопределенного инте-
грала, кроме интегрирования заменой переменной и интегрирова-
ния по частям, основаны на тождественном преобразовании по-
дынтегральной функции. При вычислении определенных интегра-
лов эти способы также занимают особое место. 

ЗАМЕНА	ПЕРЕМЕННОЙ	В	ОПРЕДЕЛЕННОМ		
ИНТЕГРАЛЕ	

Теорема. Пусть дан интеграл ∫
b

a

dxxf )( , где  

1) функция )(xf  непрерывна на отрезке ],[ ba , 

2) функция )(tx ϕ=  имеет на отрезке ],[ βα  непрерывную 
производную, при этом bta ≤ϕ≤ )(  и a=αϕ )( , b=βϕ )( , 

3) функция )(xf  на отрезке ],[ ba  имеет первообразную 
)(xF , т. е. )()( xfxF =′ . 

Тогда справедлива формула замены переменной интегрирова-

ния в определенном интеграле: ( )∫∫
β

α

ϕ′ϕ= dtttfdxxf
b

a
)()()( . 
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Доказательство. Пусть 1) функция )(xf  непрерывна на от-
резке ],[ ba , 

2) функция )(tx ϕ=  имеет на отрезке ],[ βα  непрерывную произ-
водную, при этом bta ≤ϕ≤ )(  и a=αϕ )( , b=βϕ )( , 

3) функция )(xf  на отрезке ],[ ba  имеет первообразную )(xF , т. е. 
)()( xfxF =′ . 

Тогда, по правилу дифференцирования сложной функции, имеем  

( )[ ] ( ) ( ) )()()()()()( ttfttFtFxF ϕ′⋅ϕ=ϕ′⋅ϕ′=′ϕ=′ . 

Далее, воспользовавшись формулой Ньютона – Лейбница, получим 

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] ∫∫∫ =−=αϕ−βϕ=ϕϕ=ϕ′ϕ
β

α

b

a
dxxfaFbFFFtdtfdtttf )()()()()()()()()( . 

Таким образом, получили формулу 

( )∫∫
β

α

ϕ′ϕ= dtttfdxxf
b

a
)()()( . 

Замечание. Чтобы пользоваться формулой замены перемен-
ной в определенном интеграле, надо подобрать такую подстанов-
ку, которая упростила бы подынтегральную функцию, т. е. облег-
чила бы процесс интегрирования, а также, согласно выбранной 
подстановке, пересчитать пределы интегрирования для новой пе-
ременной интегрирования. 

Пример 2.6. Вычислить интеграл ( )∫ +

e

xx
dx

1
2ln1

. 

Решение. Воспользуемся подстановкой tx =ln . Тогда tex = , 
dtedx t= . Пересчитаем пределы интегрирования: 

Так как tx =ln , то при 1=x  получим 01ln ==t ,  а при ex =  получим 
1ln == et , следовательно, при изменении ex ≤≤1 , новая переменная 

интегрирования принимает значения 10 ≤≤ t . Таким образом, полу-
чим 
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( ) =
+

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
==

==⇒=
=

+ ∫∫
1

0
2

1
2 )1(

.1,
,0,1

,,ln:

ln1 te
dte

tтоexесли
tтоxесли

dtedxextxаподстановк

xx
dx

t

t
tt

e

 

4
0

4
01

1
1
0

1

0
2

ππ
=−=−==

+
= ∫ arctgarctgtarctg

t
dt . 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ	ПО	ЧАСТЯМ		
В	ОПРЕДЕЛЕННОМ	ИНТЕГРАЛЕ	

Теорема. Пусть функции )(xuu =  и )(xvv =  имеют на отрез-
ке ],[ ba  непрерывные производные u′  и v′ . Тогда имеет место ра-
венство 

∫∫ −⋅=
b

a

b
a

b

a

vduvudvu )( . 

Доказательство. В силу условия теоремы произведение 
)()( xvxuvu =  данных функций имеет на отрезке ],[ ba  производ-

ную, равную 

vuvuvu ′+′=′)( , 

т. е. произведение vu  является первообразной на отрезке ],[ ba  для 
функции vuvu ′+′ . Применяя формулу Ньютона – Лейбница, получим 

b
a

b

a

vudxvuvu )()( =′+′∫ . 

По правилу интегрирования суммы это равенство можно предста-
вить в виде 

b
a

b

a

b

a

vudxvudxvu )(=′+′ ∫∫ , 

откуда находим 

∫∫ ′−=′
b

a

b
a

b

a

dxvuvudxvu )( . 
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Так как по определению дифференциала функции  

dvdxv =′ , dudxu =′ , 

то окончательно получим  

∫∫ −⋅=
b

a

b
a

b

a

vduvudvu )( . 

Пример 2.7. Вычислить интеграл ∫
π

0

cos dxxx . 

Решение. 

=−=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⇒=
=⇒== ∫∫

πππ

0
0

0
sin)sin(

sincos

:частям по
cos dxxxx

xvdxxdv
dxduxudxxx  

2110coscos0sincos)sin(
00

−=−−=−π+−ππ=+=
ππ xxx . 

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Как производится замена переменной в определенном интеграле?  
2. Как интегрировать по частям определенный интеграл?  
2.9.	НЕСОБСТВЕННЫЕ	ИНТЕГРАЛЫ	

ИНТЕГРАЛЫ	С	БЕСКОНЕЧНЫМИ	ПРЕДЕЛАМИ		
ИНТЕГРИРОВАНИЯ	

Пусть функция )(xf  определена для всех ax ≥  и интегрируе-
ма (например, непрерывна) на каждом конечном отрезке ],[ ba , где 
a  – фиксировано, а ab ≥  – произвольно.  

Определение. Несобственными интегралами первого рода 
называют интегралы вида  

∫
+∞

a

dxxf )( , ∫
∞−

b

dxxf )( , ∫
+∞

∞−

dxxf )( . 
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Рассмотрим функцию ∫=
b

a

dxxfbJ )()(
 
аргумента ab ≥ . 

Определение. Если при +∞→b  функция имеет конечный 
предел, то несобственный интеграл 1-го рода называют сходя-
щимся и полагают, по определению, 

∫∫ +∞→

+∞

=
b

a
b

a

dxxfdxxf )(lim)( , 

в противном случае этот несобственный интеграл называют рас-
ходящимся. 

Пример 2.8. Вычислить или установить расходимость инте-

грала ∫
+∞

−

0

dxe x . 

Решение. По определению 

111lim)(limlimlim 0
0

00

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=+−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−==

+∞→

−

+∞→

−

+∞→

−

+∞→

+∞
− ∫∫ bb

b

b

bx

b

b
x

b

x

e
eeedxedxe . 

Так что интеграл ∫
+∞

−

0

dxe x  сходится и равен 1. 

Пример 2.9. Вычислить или установить расходимость инте-

грала ∫
+∞

1

1 dx
x

. 

Решение. По определению 

 ∞=−==
+∞→+∞→

+∞

∫∫ )1ln(lnlim1lim1

11

bdx
x

dx
x b

b

b
. 

Следовательно, согласно определению, интеграл ∫
+∞

1

1 dx
x

 является 

расходящимся. 
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Пример 2.10. Вычислить или установить расходимость интеграла 

∫
+∞

0
cos dxx . 

Решение. По определению )(sinlimcoslimcos
00

bdxxdxx
b

b

b +∞→+∞→

+∞

== ∫∫ . 

Однако известно, что такой предел не существует. Следова-

тельно, согласно определению, интеграл ∫
+∞

0

cos dxx  является расхо-

дящимся. 

Пример 2.11. Установить, при каких α  интеграл ∫
+∞

1
αx

dx  будет 

сходящимся. 

Решение. При 1=α  интеграл ∫
+∞

1
αx

dx  является расходящимся, 

это показано в примере 2.9.  

При 1≠α , согласно определению, имеем  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>α
−α

<α∞+
=

α−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+α−
=

α−

+∞→

+α−

+∞→

∞+

α∫ .1,
1

1
,1,

1
lim

1
lim

1

1

1

1 если

если
bx

x
dx

b

b

b
 

Таким образом, получаем, что интеграл ∫
+∞

α
1 x
dx  расходится при 

1≤α  и сходится при 1>α .  

Замечание. Если ввести условное обозначение 
)(lim)( bFF

b +∞→
=+∞ , то, по определению несобственного интеграла 

(используя данное обозначение), получим 

( ) )()()()(lim)(lim)( aFFaFbFdxxfdxxf
b

b

a
b

a

−+∞=−==
+∞→+∞→

+∞

∫∫  , 
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где )()( xfxF =′ . Это позволяет для несобственного интеграла за-
писать, формально, формулу Ньютона – Лейбница: 

)()()()( aFFxFdxxf a
a

−+∞== ∞+
+∞

∫ . 

Теорема сравнения 1. Пусть на отрезке ],[ ba  при любом ab >  
функции )(xf  и )(xg  интегрируемы и )()(0 xgxf ≤≤  для любых 

],[ bax∈ . 

Тогда  

1) если интеграл ∫
+∞

a

dxxg )(  сходится, то и интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  

сходится; 

2) если интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  расходится, то и интеграл ∫
+∞

a

dxxg )(  

расходится. 

Доказательство. 1. Пусть интеграл ∫
+∞

a

dxxg )(  сходится.  

Из неотрицательности функции )(xf  для любых ax ≥  следует, что  

∫=
b

a

dxxfbJ )()(  есть неубывающая функция аргумента b , поскольку, 

если bb >1 ,то 

)()()()()()(
11

1 bJdxxfdxxfdxxfdxxfbJ
b

a

b

b

b

a

b

a

=≥+== ∫∫∫∫ . 

Далее, так как )()( xgxf ≤  для любых ax ≥ , то при любом ab >  
имеем 

∫∫ ≤
b

a

b

a
dxxgdxxf )()( . 
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Однако интеграл ∫
b

a

dxxg )(  не превосходит несобственного интегра-

ла ∫
+∞

a

dxxg )( , который по условию является сходящимся. Следова-

тельно, при любом ab >  имеем 

LdxxgdxxfbJ
a

b

a

=≤= ∫∫
+∞

)()()( . 

Таким образом, интеграл ∫=
b

a

dxxfbJ )()(  представляет собой 

функцию аргумента b , которая является неубывающей и ограни-
ченной сверху (при +∞→b ). Поэтому функция )(bJ  имеет конеч-
ный предел при +∞→b , а это означает, согласно определению, что 

интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  сходится.  

2. Пусть интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  расходится. Применяя метод от 

противного, допустим, что интеграл ∫
+∞

a

dxxg )(  сходится. Тогда, со-

гласно доказанной первой части теоремы, интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  будет 

сходящимся, что противоречит условию. Следовательно, допуще-

ние о том, что интеграл ∫
+∞

a

dxxg )(  сходится, неверно. То есть инте-

грал ∫
+∞

a

dxxg )(  будет расходиться. 

Теорема сравнения 2. Пусть функции )(xf  и )(xg  непрерыв-
ны и неотрицательны для всех ax ≥  и пусть )(xg  функция отлич-
на от нуля для всех достаточно больших х. Тогда, если существу-

ет конечный предел 0
)(
)(lim ≠=

+∞→
k

xg
xf

x
, то интегралы ∫

+∞

a

dxxf )(  и 

∫
+∞

a

dxxg )(  сходятся или расходятся одновременно. 
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Теорема сравнения 3  
1. Если существует такое число 1>α , что для всех доста-

точно больших х справедливо неравенство αx
Mxf ≤≤ )(0 , где 0>M  

и не зависит от х, то интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  сходится.  

2. Если для всех достаточно больших х справедливо неравен-

ство 
x

Mxf ≥)( , где 0>M  и не зависит от х, то интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  

расходится. 

Пример 2.12. Исследовать на сходимость интеграл ∫
+∞

+1
3 51 x

dx . 

Решение. При 1≥x  )(1
1

1)(
3 53 5

xg
xx

xf =<
+

= . Известно, что 

интеграл ∫
+∞

1
3 5x
dx  сходится (см. пример 2.11). Следовательно, по 

первой теореме сравнения интеграл ∫
+∞

+1
3 51 x

dx  является сходящимся. 

Пример 2.13. Исследовать на сходимость интеграл ∫
+∞ +

1

2 dx
xx

x . 

Решение. При 1≥x  )(12)( xg
xxx

x
xx

xxf ==>
+

= , а интеграл 

∫
+∞

1 x
dx  является расходящимся (см. пример 2.11). Следовательно, 

согласно первой теореме сравнения интеграл ∫
+∞ +

1

2 dx
xx

x  будет рас-

ходиться. 

Пример 2.14. Исследовать на сходимость интеграл 

∫
+∞

++
+

1
3

2

43
12 dx

xx
x . 
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Решение. При 1≥x  подынтегральная функция 

0
43

12)( 3

2

>
++

+
=

xx
xxf . Представим ее в виде 

2

2

43

12
)(

xx
x

xxf
++

+
= . Из та-

кого представления подынтегральной функции видно, что при 

+∞→x  она ведет себя как функция 
x

xf 2)(~
= . Выберем в качестве 

функции сравнения 
x

xg 1)( = . 

Поскольку 02
43

)12(lim1:
43

12lim
)(
)(lim 3

2

3

2

≠=
++

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
+

=
+∞→+∞→+∞→ xx

xx
xxx

x
xg
xf

xxx
,  

а интеграл ∫
+∞

1 x
dx  расходящийся (пример 2.9), то, на основании вто-

рой теоремы сравнения, интеграл ∫
+∞

++
+

1
3

2

43
12 dx

xx
x  расходится. 

Пример 2.15. Исследовать на сходимость интеграл 

∫
+∞

+++
−

3
23 52

2 dx
xxx

x . 

Решение. Для 3≥x  имеем 2323
1

52
20

xx
x

xxx
x

=<
+++

−
< .  

Интеграл ∫
+∞

3
2x

dx  сходящийся (пример 2.11). Следовательно, 

применяя третью теорему сравнения, делаем вывод, что интеграл 

∫
+∞

+++
−

3
23 52

2 dx
xxx

x  сходится. 

Определение. Интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  называется абсолютно 

сходящимся, если сходится интеграл ∫
+∞

a

dxxf |)(| . 
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Определение. Интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  называется условно схо-

дящимся, если интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  сходится, а интеграл ∫
+∞

a

dxxf |)(|  

расходится. 

Теорема. Если интеграл ∫
+∞

a

dxxf |)(|  сходится, то интеграл 

∫
+∞

a

dxxf )(  сходится. 

Доказательство. Пусть интеграл ∫
+∞

a

dxxf |)(|  сходится. Тогда, 

по определению, существует конечный предел ∫+∞→

b

a
b

dxxf |)(|lim . Для 

любого х из области определения функции )(xf  справедливо нера-
венство |)(|)(|)(| xfxfxf ≤≤− . Из этого неравенства следует, что 

|)(|2)(|)(|0 xfxfxf ≤+≤ . 

Вместе с интегралом ∫
+∞

a

dxxf |)(| , который сходится по усло-

вию, сходится и интеграл ∫∫
+∞+∞

=
aa

dxxfdxxf |)(|2|)(|2 . Поэтому, со-

гласно первой теореме сравнения, из справедливости неравенства 

|)(|2)(|)(|0 xfxfxf ≤+≤  следует, что интеграл ( )dxxfxf
a
∫
+∞

+ |)(|)(  

сходится. А это означает, что существует конечный предел 

( )dxxfxf
b

a
b ∫ +

+∞→
|)(|)(lim . 

Очевидно, что ( ) |)(||)(|)()( xfxfxfxf −+=  для любых ax ≥ , 
откуда следует, что для всякого ab >  справедливо равенство 

( ) ∫∫∫ −+=
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfxfdxxf |)(||)(|)()( . 

Каждое слагаемое правой части этого равенства имеет при 
+∞→b  конечный предел. Следовательно, и правая часть этого ра-

венства имеет конечный предел при +∞→b , другими словами, су-
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ществует конечный предел ∫+∞→

b

a
b

dxxf )(lim . Таким образом, согласно 

определению, получаем, что интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  сходится.  

Теорема. Если существует такое число 0>α , что для всех 

больших х функция )(xf  удовлетворяет условию 
α

≤
x
Mxf |)(| , где 

0>M  и не зависит от х, то интеграл ∫
+∞

a

dxxf )(  сходится абсолютно. 

Признак Абеля – Дирихле (достаточный признак сходимости).  

Пусть  

1) функция )(xf  непрерывна и имеет ограниченную первооб-
разную )(xF  при ax ≥ ; 

2) функция )(xg  непрерывно дифференцируема при ax ≥ ; 
3) функция )(xg  монотонно убывает при ax ≥ ; 
4) 0)(lim =

+∞→
xg

x
. 

Тогда интеграл ∫
+∞

a

dxxgxf )()(  сходится. 

Пример 2.16. Исследовать на сходимость интеграл ∫
+∞

α
1

sin dx
x

x ,  

0>α . 

Решение. Подынтегральную функцию можно представить как 

произведение двух функций xxf sin)( = и αx
xg 1)( = .  

Функция xxf sin)( =  имеет всюду ограниченную первообразную 

xxF cos)( −= , а функция αx
xg 1)( =  непрерывно дифференцируема и 

монотонно убывает при 1≥x , и 01lim)(lim ==
+∞→+∞→ αx

xg
xx

.  

Следовательно, так как выполнены все условия признака Абеля – 

Дирихле, интеграл ∫
+∞

α
1

sin dx
x

x  сходится. 
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Определение. Если при −∞→a  функция ∫=
b

a

dxxfaJ )()(  имеет 

конечный предел, то несобственный интеграл называют сходя-
щимся и полагают, по определению, 

∫∫ −∞→
∞−

=
b

a
a

b

dxxfdxxf )(lim)( , 

в противном случае несобственный интеграл называют расходя-
щимся. 

Определение. Если при −∞→a  и +∞→b  функция 

∫=
b

a

dxxfbaJ )(),(  имеет конечный предел, то несобственный инте-

грал называют сходящимся и полагают, по определению, 

∫∫
−∞→
+∞→

+∞

∞−

=
b

aa
b

dxxfdxxf )(lim)( , 

в противном случае несобственный интеграл называют расходя-
щимся. 

Замечание. Равенство ∫∫
−∞→
+∞→

+∞

∞−

=
b

aa
b

dxxfdxxf )(lim)(  можно заме-

нить равенством ∫∫
−+∞→

+∞→

+∞

∞−

=
M

NN
M

dxxfdxxf )(lim)( , где +∞→NM ,  незави-

симы друг от друга.  

Определение. Главным значением по Коши ∫
+∞

∞−

dxxfpv )(..  не-

собственного интеграла ∫
+∞

∞−

dxxf )(  называют предел 

∫∫
−

+∞→

+∞

∞−

=
N

N
N

dxxfdxxfpv )(lim)(.. . 
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Замечание. Если предел ∫∫
−

+∞→

+∞

∞−

=
N

N
N

dxxfdxxfpv )(lim)(..  сущест-

вует и конечен, то говорят, что несобственный интеграл 

∫
+∞

∞−

dxxf )(  сходится в смысле главного значения. 

( ..pv  – начальные буквы слов valeur principal – главное значение.) 

Пример 2.17. Исследовать на сходимость интеграл ∫
+∞

∞− + 21 x
dxx . 

Решение. 

 Имеем 0
1
1ln

2
1

1
lim

1
.. 2

2

22 =
+
+

=
+

=
+ ∫∫

−
+∞→

+∞

∞− N
N

x
dxx

x
dxxpv

N

N
N

.  

Следовательно, интеграл  ∫
+∞

∞− + 21 x
dxx   сходится в смысле главного значения. 

 

ИНТЕГРАЛЫ	ОТ	НЕОГРАНИЧЕННЫХ	ФУНКЦИЙ 
Определение. Если функция )(xf  интегрируема на отрезке 

],[ ε−ba  при любом сколь угодно малом 0>ε , но не ограничена в 

полуинтервале ),[ ba , то интеграл ∫
b

a

dxxf )(  называют несобствен-

ным интегралом второго рода. 

Определение. Если функция )(xf  интегрируема на отрезке 
],[ ba ε−  при любом сколь угодно малом 0>ε , но не ограничена в 

полуинтервале ],( ba , то интеграл ∫
b

a

dxxf )(  называют несобствен-

ным интегралом второго рода. 
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Определение. Если при 00 +→ε  функция ∫
ε−

=ε
b

a
dxxfJ )()(  

имеет конечный предел, то несобственный интеграл ∫
b

a

dxxf )(  на-

зывают сходящимся и полагают по определению 

∫∫
ε−

+→ε
=

b

a

b

a
dxxfdxxf )(lim)(

00
. 

В противном случае несобственный интеграл называют расходя-
щимся. 

Пример. 2.18. Исследовать на сходимость интеграл ∫
−

1

0
21 x

dx . 

Решение. Подынтегральная функция
21

1)(
x

xf
−

=  непрерыв-

на и, значит, интегрируема на любом отрезке ]1,0[ ε− , но 
при 01−→x  функция +∞→)(xf . Имеем 

2
1arcsin))1(arcsin(lim

1
lim

1 00

1

0 200

1

0 2

π
==ε−=

−
=

− +→ε

ε−

+→ε
∫∫

x
dx

x
dx . 

Следовательно, несобственный интеграл ∫
−

1

0
21 x

dx  сходится. 

Теорема сравнения 4. Пусть функции )(xf  и )(xg  интегри-
руемы на отрезке ],[ ε−ba  при любом сколь угодно малом 0>ε , 
неограниченны в интервале ),( bb ε−  и связаны условием 

)()(0 xgxf ≤≤  на ),[ ba . 

Тогда  

1) если интеграл ∫
b

a

dxxg )(  сходится, то интеграл ∫
b

a

dxxf )(  

сходится;  
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 2) если интеграл ∫
b

a

dxxf )(  расходится, то интеграл ∫
b

a

dxxg )(  

расходится. 

Теорема сравнения 5. Пусть положительные на ),[ ba  функ-
ции )(xf  и )(xg  неограниченны только в окрестности точки bx = , 

и пусть существует предел 0
)(
)(lim

0
≠=

−→
k

xg
xf

bx
. 

Тогда интегралы ∫
b

a

dxxf )(  и ∫
b

a

dxxg )(  сходятся или расходятся 

одновременно. 

Определение. Интеграл ∫
b

a

dxxf )(  называют абсолютно схо-

дящимся, если интеграл ∫
b

a

dxxf |)(|  сходится. 

Теорема. Если сходится интеграл ∫
b

a

dxxf |)(| , то сходится и 

интеграл ∫
b

a

dxxf )( . 

Теорема. Пусть функция )(xf  неограниченна только в ин-
тервале ),( bb ε− , где 0>ε  сколь угодно мало. Если существует 
такое положительное число 1<α , что для всех х, достаточно 
близких к b , ( bx < ), 

α)(
|)(|

xb
Mxf
−

≤ , 

 где 0>M  и не зависит от х, то интеграл ∫
b

a

dxxf )(  сходится абсо-

лютно. 

Определение. Если функция )(xf  интегрируема на отрезке 
],[ ba ε+  при любом сколь угодно малом 0>ε , но неограниченна в 
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интервале ),( ε+aa , то интеграл ∫
b

a

dxxf )(  называют несобствен-

ным интегралом второго рода. 

 Определение. Если при 00 +→ε  функция ∫
ε+

=ε
b

a
dxxfJ )()(  

имеет конечный предел, то несобственный интеграл ∫
b

a

dxxf )(  на-

зывают сходящимся и полагают по определению 

∫∫
ε++→ε

=
b

a

b

a
dxxfdxxf )(lim)(

00
. 

В противном случае несобственный интеграл называют рас-
ходящимся. 

Пример 2.19. Исследовать на сходимость интеграл ∫
1

0
αx

dx . 

Решение. Подынтегральная функция неопределенна в окрест-
ности точки 0=x . Следовательно, по определению,  

При 1≠α  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>α∞

<α
α−=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α−

ε
−

α−
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

α−
==

α−

+→ε
ε

α−

+→εε+
α+→εα ∫∫

,1,

,1,
1

1

11
1lim

1
limlim

1

00

11

00

1

000

1

0

если

если

x
x
dx

x
dx

 

при 1=α   

( ) +∞=ε−====
+→εε+→εε+→εα ∫∫∫ )ln(lim||lnlimlim

00

1

00

1

00

1

0

1

0
x

x
dx

x
dx

x
dx . 

Следовательно, интеграл сходится при 1<α  и расходится при 
1≥α .  
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Определение. Если функция )(xf  интегрируема на отрезках 
],[ ε−ca  и ],[ bc ε+ , где bca << , при любом сколь угодно малом 

0>ε , но неограниченна в окрестности точки cx = , то интеграл 

∫
b

a

dxxf )(  называют несобственным интегралом второго рода. 

 Поскольку bca << , то несобственный интеграл ∫
b

a

dxxf )(  

можно представить суммой двух несобственных интегралов сле-
дующим образом  

∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

Следовательно, 

∫∫∫∫∫
ε++→ε

ε−

+→ε
+=+=

b

c

c

a

опрb

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

22

1

1
)(lim)(lim)()()(

0000
. 

 

Замечание. Интегралы второго рода приводятся к интегра-

лам первого рода с помощью подстановок 
t

xb 1
=−  или

t
ax 1
=− . 

Поэтому элементарную теорию несобственных интегралов вто-
рого рода можно вывести из теории несобственных интегралов 
первого рода. 

Определение. Говорят, что несобственный интеграл 

∫
b

a

dxxf )( , где функция )(xf  интегрируема на отрезках ],[ ε−ca  и 

],[ bc ε+ , bca << , при любом 0>ε  и неограниченна в окрестности 
точки с, сходится в смысле главного значения по Коши, если су-
ществует предел 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ += ∫∫∫
ε+

ε−

+→ε

b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxfpv )()(lim)(..

00
. 
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При этом величину ∫
b

a

dxxfpv )(..  называют главным значением не-

собственного интеграла. 

Пример 2.20. Исследовать на сходимость интеграл ∫ −

b

a cx
dx , где 

),( bac∈ . 

Решение.  

=
−

+
−

=
−

+
−

=
− ∫∫∫∫∫

+
+→

−

+→

b

c

c

a

b

c

c

a

b

a cx
dx

cx
dx

cx
dx

cx
dx

cx
dx

2
2

1

1 0000
limlim

ε
ε

ε

ε
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε
ε

+
−
−

=ε−−+−−ε=
+→ε
+→ε+→ε+→ε 2

1

00
00200100

lnlimln)ln)(ln(lim))ln((lnlim
2
121 ca

cbcbca

. 

Предел ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε
ε

+→ε
+→ε 2

1

00
00

lnlim
2
1

 при произвольном стремлении 1ε  и 2ε  к нулю 

не существует. Следовательно, данный несобственный интеграл 
расходится. 

Однако интеграл ∫ −

b

a cx
dx  сходится в смысле главного значения, по-

скольку 

ca
cb

cx
dx

cx
dx

cx
dxpv

b

c

c

a

b

a −
−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

+
−

=
− ∫∫∫

ε+

ε−

+→ε
lnlim..

00
. 

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Что называется несобственным интегралом первого рода?  
2. Какой несобственный интеграл первого рода называется сходя-

щимся (расходящимся)?  
3. Какой интеграл называется несобственным интегралом второго 

рода?  
4. Какой несобственный интеграл второго рода называется сходя-

щимся (расходящимся)?  
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5. Как исследовать на сходимость несобственные интегралы, ис-
пользуя теоремы сравнения (теоремы 1–5)?  

6. Какие несобственные интегралы называются абсолютно сходящимся?  
7. Какие несобственные интегралы называются условно сходящимся?  
8. Как связаны сходимость и абсолютная сходимость интеграла?  
9. Как формулируется признак сходимости Абеля – Дирихле?  
10. Что называется главным значением несобственного?  
11. Когда несобственный интеграл называется сходящимся в смыс-

ле главного значения? 

2.10.	ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ	ПРИЛОЖЕНИЯ	
	ОПРЕДЕЛЕННОГО	ИНТЕГРАЛА	

ПЛОЩАДЬ	ПЛОСКОЙ	ФИГУРЫ	

• Площадь криволинейной трапеции, ограниченной кривой 
)(xfy =  ]0)([ ≥xf , прямыми ax =  и bx =  и отрезком ],[ ba  оси Ох, 

вычисляется по формуле 

∫=
b

a

dxxfS )( . 

• Площадь фигуры, ограниченной кривыми )(1 xfy =  и 
)(2 xfy =  (где )()( 21 xfxf ≤ ) и прямыми ax =  и bx = , находится по 

формуле 

( )∫ −=
b

a

dxxfxfS .)()( 12  

• Если кривая задана параметрическими уравнениями 
)(txx = , )(tyy = , то площадь криволинейной трапеции, ограничен-

ной этой кривой, прямыми ax = , bx = , и отрезком ],[ ba  оси Ох , 
выражается формулой 

,)()(
2

1

∫ ′=
t

t

dttxtyS  
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где 1t  и 2t  определяются из уравнений )( 1txa = , )( 2txb = , и 0)( ≥ty  
при 21 ttt ≤≤ . 

• Площадь криволинейного сектора, ог-
раниченного кривой, заданной в полярных ко-
ординатах уравнением )(ϕρρ =  и двумя поляр-
ными радиусами αϕ = , βϕ =  ( βα < ), находит-
ся по формуле       
  

.
2
1 2∫=

β

α

ϕρ dS       Рис. 2 

Пример 2.21. Найти площадь фигуры, ограниченной парабо-

лой 2)1( −= xy  и гиперболой 1
2

2
2 =−

yx .  

Решение. Найдем точки пересечения параболы и гиперболы. 
Для этого решим совместно уравнения этих кривых, т. е. решим 
систему уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

−=

.1
2

)1(
2

2

2

yx

xy
 

Подставив первое уравнение системы во второе, получим 
уравнение 03444 234 =+−+− xxxx , или 0)1)(3)(1( 2 =+−− xxx , от-
куда 11 =x , 32 =x  и, соответственно, 01 =y , 42 =y . Следовательно, 
заданные кривые пересекаются в точках )0;1(A  и )4;3(B  (рис. 2).  

Поэтому площадь фигуры, получившейся в результате пере-
сечения данных параболы и гиперболы, вычислим по формуле  

( )∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 12 , 

где )1(2)( 2
2 −= xxf  (из того, что 1

2

2
2 =−

yx ), 2
1 )1()( −= xxf  (из то-

го, что 2)1( −= xy ), следующим образом:  
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( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−++−=−−−= ∫

3

1

3

1

32222 )1(
3
1|1|ln1

2
2)1()1(2 xxxxxdxxxS

 ед.) кв.(58,4)83ln(
2
2

3
10

≈++= . 

 

Пример 2.22. Вычислить площадь фигу-
ры, ограниченной одной аркой циклоиды 

)sin(2 ttx −= , )cos1(2 ty −=  и осью Ох 
(рис 3). 

   Рис. 3 

Решение. Здесь dttdx )cos1(2 −= , а t изменяется от 01 =t  до 
π= 22t . Следовательно, 

( )∫ ∫
π π

=+−=−=
2

0

2

0

22 )coscos21(4)cos1(2 dtttdttS  

.ед.) кв.(122sin
2
1sin24

2

0
π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

π

ttt  

Пример 2.23. Найти площадь плоской фигу-
ры, ограниченной лемнискатой ϕ=ρ 2cos22  
(рис. 4).  

Решение. Чтобы найти площадь данной 
фигуры, достаточно найти четвертую часть 
искомой площади, а затем полученный 
результат увеличить в четыре раза.                         Рис. 4 

  
Четвертой части искомой площади соответствует изменение ϕ  от 0 

до 
4
π , поэтому 

∫

π

π
=ϕ=ϕϕ⋅=

4

0

4

0
.).ед кв.(22sin22cos2

2
14 dS  
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ОБЪЕМ	ТЕЛА	

• Объем тела вращения 

1. Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой )(xfy =  и 
прямыми 0=y , ax = , bx = , вращается вокруг оси Ox , то объем 
тела вращения вычисляется по формуле 

∫π=
b

a
x dxyV .2  

2. Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой )(xfy =  и 
прямыми 0=y , ax = , bx = , вращается вокруг оси Oy , то объем 
тела вращения вычисляется по формуле 

∫π=
b

a
x dxyxV .  

3. Если фигура, ограниченная кривыми )(11 xfy =  и )(22 xfy =  
)]()(0[ 21 xfxf ≤≤  и прямыми ax = , bx = , вращается вокруг оси 

Ox , то объем тела вращения вычисляется по формуле 

∫ −π=
b

a
x dxyyV .)( 2

1
2
2  

4. Если фигура, ограниченная кривыми )(11 xfy =  и )(22 xfy =  
)]()(0[ 21 xfxf ≤≤  и прямыми ax = , bx = , вращается вокруг оси 

Oy , то объем тела вращения вычисляется по формуле 

∫ −π=
b

a
x dxxyyV .)( 12  

• Объем тела по известным площадям поперечных сечений 

Если площадь сечения тела плоскостью, перпендикулярной 
оси Ox , может быть выражена как функция переменной х, т. е. в 
виде )()( bxaxSS ≤≤= , то объем части тела, заключенной между 
перпендикулярными оси Ox  плоскостями ax =  и bx = , находится 
по формуле 
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∫=
b

a

dxxSV .)(  

Пример 2.24. Найти объем тела, образованного вращением 
вокруг оси Ox  фигуры, ограниченной кривой 32 )1( −= xy  и прямой 

2=x  (рис. 5). 

Решение. 

).ед. куб.(
4

)1(
4
1)1(

2

1

4
2

1

3
2

1

2 π
=−=−π=π= ∫∫ xdxxdxyVx

   

Рис. 5 

Пример 2.25. Найти объем тела, в основании которого лежит 
равнобедренный треугольник с высотой h и основанием a. Попе-
речное сечение тела есть сегмент параболы с хордой, равной высо-
те сегмента (рис. 6). 

Решение.   Согласно рис. 6 aAB =|| , 
hOC =|| , |||| DEMK = , xOK =|| . Чтобы вы-

разить площадь поперечного сечения как 
функцию переменной, найдем уравнение 
параболы.  

Рис. 6 

Длину хорды DE  можно найти из подобия соответствующих 

треугольников ACB и DCE, (
||
||

||
||

OC
KC

AB
DE

= ). Следовательно. 

h
xh

a
DE −

=
|| , т. е. 

h
xhaDEMK )(|||| −

== . Пусть mDE =|| , тогда урав-

нение параболы в системе координат uKv  примет вид 24 u
m

mv −= . 

Отсюда находим площадь поперечного сечения данного тела –  

2

0

2

3
2)4(2

2

mduu
m

mS
m

=−= ∫ . 
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Так как 
h

xhaDEm )(|| −
== , то площадь поперечного сечения, 

как функция переменной х, будет иметь вид 2

22 )(
3
2)(

h
xhaxSS −

⋅== . 

Таким образом, 

.
9
2)(

3
2)( 2

0
2

22

0

hadx
h

xhadxxSV
hh

=
−

⋅== ∫∫  

ДЛИНА	ДУГИ	ПЛОСКОЙ	КРИВОЙ 
• Если кривая )(xfy =  на отрезке ],[ ba  – гладкая (т. е. про-

изводная )(xfy ′=′  непрерывна), то длина соответствующей дуги 
этой кривой находится по формуле 

.1 2∫ ′+=
b

a

dxyL  

• Если кривая )(xfy =  задана параметрическими уравне-
ниями )(txx =  и )(tyy =  ( )(tx  и )(ty  – непрерывно дифференцируе-
мые функции), то длина дуги кривой, соответствующая монотон-
ному изменению параметра t  от 1t  до 2t , вычисляется по формуле 

.
2

1

22∫ ′+′=
t

t

dtyxL  

• Если гладкая кривая задана в полярных координатах урав-
нением )(ϕρρ =  βϕα ≤≤ , то длина дуги равна 

.22∫ ′+=
β

α

ϕρρ dL  

Пример 2.26. Найти длину дуги кривой 32 xy =  от 0=x  до 
1=x  ).0( ≥y  
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Решение. Из уравнения кривой имеем 2
3

xy = , следовательно, 

2
1

2
3 xy =′ . Таким образом, длина дуги  

.113
8

13
27
8

4
91

3
2

9
4

4
91

1

0

2
3

1

0
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=+= ∫ xdxxL  

Пример 2.27. Найти длину дуги кривой tx 5cos= , ty 5sin=  от 

01 =t  до .
22
π

=t  

Решение. Здесь ttx sincos5 4−=′ , tty cossin5 4=′ , следовательно,  

=+=+=′+′ ttttttttyx 66282822 cossincossin5cossin25sincos25   

=+=++−= ttttt 2cos
4
3

4
12sin

2
5)2cos1(

8
1)2cos1(

8
12sin

2
5 233  

.2cos312sin
4
5 2 tt +=  

Таким образом, 

∫ ∫∫ =+−=+=′+′=
2

0

2

0

2222 )2(cos2cos31
8
52cos312sin

4
52

1

π π

tdtdtttdtyxL
t

t

 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++−=

2

0

22 2cos312cos3ln
32

12cos312cos
2
1

8
5

π

tttt  

.
3

)32ln(
2

8
5

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=  

Пример 2.28. Найти длину дуги кривой 
3

sin3 ϕ=ρ  от 01 =ϕ  до 

.
22
π

=ϕ  
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Решение. Здесь 
3

cos
3

sin2 ϕϕ
=ρ′ . Следовательно, 

=ϕ
ϕ

=ϕ
ϕϕ

+
ϕ

=ϕρ′+ρ= ∫∫∫

ππ
β

α

2

0

22

0

24622

3
sin

3
cos

3
sin

3
sin dddL  

).332(
8
1

3
2sin

2
3

2
1

3
2cos1

2
1 2

0

2

0
−π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−ϕ=ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ
−=

ππ

∫ d  

ПЛОЩАДЬ	ПОВЕРХНОСТИ	ВРАЩЕНИЯ	

• Если дуга гладкой кривой )(xfy =  )( bxa ≤≤  вращается 
вокруг оси Ox , то площадь поверхности вращения вычисляется по 
формуле 

∫ ′+π=
b

a
x dxyyS .12 2  

• Если кривая )(xfy =  задана параметрическими уравне-
ниями )(txx = , )(tyy =  )( 21 ttt ≤≤ ,то 

∫ ′+′π=
b

a
x dtyxyS .2 22  

Пример 2.29. Найти площадь поверхности, образованной вра-

щением вокруг оси Ox  дуги синусоиды xy 2sin=  от 0=x  до .
2
π

=x  

Решение. Здесь xy 2cos2=′ . Следовательно 

=+π=′+π= ∫∫

π
2

0

22 2cos412sin212 dxxxdxyyS
b

a
x

 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

π
=

π
2

0

22 2cos412cos2ln
2
12cos412cos

2
xxxx

 

( ).)25ln(52
2

++
π

=
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ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Как вычислить площадь плоской фигуры в декартовых координа-
тах, в полярных координатах, в случае параметрического задания?  

2. Как вычислить длину дуги плоской кривой в декартовых коор-
динатах, в полярных координатах, в случае параметрического 
задания?  

3. Как вычислить объем тела вращения?  
4. Как вычислить площадь поверхности тела вращения? 

2.11.	ФИЗИЧЕСКИЕ	ПРИЛОЖЕНИЯ	

МОМЕНТЫ	ИНЕРЦИИ	И	СТАТИСТИЧЕСКИЕ	МОМЕНТЫ	

Пусть на плоскости xOy  задана система материальных точек 
);( 111 yxA , );( 222 yxA , …, );( nnn yxA  с массами nmmm ...,,, 21 . 

Определение. Моментами инерции xI  и yI  системы осей 
Ox  и Oy  называют произведение масс точек на квадраты их рас-
стояний от соответствующей оси: 

.;
1

2

1

2 ∑∑
==

==
n

k
kky

n

k
kkx xmIymI  

Определение. Статистическим моментом xM  системы 
точек nAAA ...,,, 21  относительно оси Ox  называют сумму произ-
ведений масс этих точек на их ординаты: 

.
1
∑
=

=
n

k
kkx ymM  

Определение. Статистическим моментом yM  системы 
точек nAAA ...,,, 21  относительно оси Oy  называют сумму произ-
ведений масс этих точек на их абсциссы: 

.
1
∑
=

=
n

k
kky xmM  
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• Моменты инерции дуги плоской кривой )(xfy =  )( bxa ≤≤  
вычисляются по формулам 

,; 22 ∫∫ ==
b

a
y

b

a
x dLxIdLyI  

где dxydL 21 ′+= – дифференциал дуги кривой. 

• Статистические моменты дуги плоской кривой )(xfy =  
)( bxa ≤≤  вычисляются по формулам 

∫ ∫==
b

a

b

a
yx dLxMdLyM ,;  

где dxydL 21 ′+= – дифференциал дуги кривой. 

 
• Моменты инерции криволинейной трапеции, ограничен-

ной кривой )(xfy = , осью Ох и прямыми ax =  и bx = , вычисляют-
ся по формулам 

.;
3
1 23 ∫∫ ==

b

a
y

b

a
x dxyxIdxyI  

• Статистические моменты криволинейной трапеции, огра-
ниченной кривой )(xfy = , осью Ох и прямыми ax =  и bx = , вы-
числяются по формулам 

.;
2
1 2 ∫∫ ==

b

a
y

b

a
x dxxyMdxyM  

Пример 2.30. Найти статистические моменты и моменты 
инерции дуги астроиды taytax 33 sin,cos == , лежащей в первой 
четверти (рис. 7). 
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Решение. В силу симметричности астроиды 
относительно координатных осей yx MM = , 

yx II = . Поэтому достаточно вычислить моменты 
относительно оси Ох. Для первой четверти 

2
0 π

≤≤ t . Следовательно,  

,cossin322 dtttadtyxdL =′+′=       Рис. 7  

;
5
3sin

5
3sincos3sin 2

2

0

5
22

0

3 atadtttatadLyMM
b

a
xy ===== ∫∫

ππ

 

.
8
3sin

8
3sincos3sin 32

0

83
2

0

622 atadtttatadLyII
b

a
xy ===== ∫∫

ππ

 

Пример 2.31. Найти момент инерции площади полуэллипса 
tbytax sin,cos ==  относительно оси Оу. 

Решение. Момент инерции полуэллипса относительно оси Оу 
равен 

==−== ∫∫∫
2

0

223
0

222 sincos2)sin(sincos

π

π

dtttbadttatbtadxyxI
b

a
y  

.
4

)4cos1(
2
1 32

0

3 badttba π
π

=−= ∫  

ЦЕНТРЫ	ТЯЖЕСТИ	

• Координаты центра тяжести однородной дуги плоской кри-
вой )(xfy =  )( bxa ≤≤  выражаются формулами 

,1;1
∫∫ ==
b

a

b

a

dLy
L

ydLx
L

x  

где dxydL 21 ′+= , а L – длина дуги. 
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• Координаты центра тяжести криволинейной трапеции вы-
числяются по формулам 

,
2
1

2
1;11 2∫∫∫∫ ====

b

a

b

a

b

a

b

a
dxy

S
dSy

S
ydxxy

S
dSx

S
x  

где dxydS = , а S – площадь фигуры. 

Пример 2.32. Найти координаты центра тяжести дуги цепной 

линии ., axa
a
xchay ≤≤−=  

Решение. Так как кривая симметрична относительно оси Оу, 
то ее центр тяжести находится на оси Оу, т. е. 0=x . Найдем y . 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==== ∫∫∫∫

−−

aaa

a

a

a

dx
a
xch

sh
dx

a
xch

sh
dx

a
xcha

sha
dLy

L
y

00

22 21
1

1
1

1
12

11

 

,18,12
2
11

1
ash

sh
a

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  

Поскольку  

,11 22 dx
a
xchdx

a
xshdxydL =+=′+=  

.12 shadx
a
xchdLL

a

a

a

a

=== ∫∫
−−

 

РАБОТА	СИЛЫ	

Работа переменной силы )(xfX = , действующей в направле-
нии оси Ох на отрезке ],[ 10 xx , вычисляется по формуле 

.)(
1

0

∫=
x

x

dxxfA  

Пример 2.33. Какую работу надо совершить, чтобы растянуть 
пружину на 4 см, если известно, что от нагрузки в 1Н она растяги-
вается на 1 см? 
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Решение. По закону Гука, сила, растягивающая пружину на х 
см, равна kxF = . Коэффициент пропорциональности k определяет-
ся из условия: если 01,0=x  м, то 1=F  Н; следовательно, 

100
01,0
1

==k  и xF 100= . Тогда 

08,050100
04,0

0
2

04,0

0

=== ∫ xdxxA (Дж). 

ВОПРОСЫ	ДЛЯ	САМОПРОВЕРКИ	

1. Что называется моментом инерции системы осей?  
2. Что называется статистическим моментом относительно оси?  
3. Как вычислить работу переменной силы вдоль оси?  

2.12.	БИОЛОГИЧЕСКИЕ	ПРИЛОЖЕНИЯ	

ЧИСЛЕННОСТЬ	ПОПУЛЯЦИИ	

Число особей в популяции (численность популяции) меняется 
со временем. Если условия существования популяции благоприят-
ны, то рождаемость превышает смертность и общее число особей в 
популяции растет со временем. Назовем скоростью роста популя-
ции прирост числа особей в единицу времени. Обозначим эту ско-
рость )(tvv = . В «старых», установившихся популяциях, давно оби-
тающих в данной местности, скорость роста )(tv  мала и медленно 
стремится к нулю. Но если популяция молода, ее взаимоотношения 
с другими местными популяциями еще не установились или суще-
ствуют внешние причины, изменяющие эти взаимоотношения, на-
пример сознательное вмешательство человека, то )(tv  может зна-
чительно колебаться, уменьшаясь или увеличиваясь. 

Если известна скорость роста популяции )(tv , то мы можем 
найти прирост численности популяции за промежуток времени от 

0t  до Т. В самом деле, из определения )(tv  следует, что эта функция 
является производной от численности популяции )(tN  в момент t, 
и, следовательно, численность популяции )(tN  является первооб-
разной для )(tv . Поэтому 
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∫=−
T

t

dttvtNtN
0

)()()( 0 . 

Известно, что в условиях неограниченных ресурсов питания 
скорость роста многих популяций экспоненциальна, т. е. kteatv =)( . 
Популяция в этом случае как бы «не стареет». Такие условия мож-
но создать, например, для микроорганизмов, пересаживая время от 
времени развивающуюся культуру в новые емкости с питательной 
средой. В этом случае получим: 

).()()()()( 0

00

000
ktkT

T

t

kt
T

t

kt ee
k
atNe

k
atNdteatNtN −+=+=+= ∫  

По формуле, приведенной выше, подсчитывают, в частности, 
численность культивируемых плесневых грибков, выделяющих пе-
нициллин. 

БИОМАССА	ПОПУЛЯЦИИ 
Рассмотрим популяцию, в которой масса особи заметно меня-

ется в течение жизни, и подсчитаем общую биомассу популяции. 
Пусть τ  означает возраст в тех или иных единицах времени, 

)(τN  – число особей популяции, возраст которых равен τ , )(τP  – 
средняя масса особи возраста τ , )(τM – биомасса всех особей в 
возрасте от 0 до τ . 

Заметив, что произведение )()( ττ PN  равно биомассе всех 
особей возраста τ , т. е. )()()( ττ=τ PNM , рассмотрим разность 

),()( τ−τ∆+τ MM  

где ∆ τ >0.  
Очевидно, что эта разность, равная биомассе всех особей в 

возрасте от τ  до τ  + ∆τ , удовлетворяет неравенствам: 

,)()()()()()( τ∆ττ≤τ−τ∆+τ≤τ∆ττ PNMMPN
))((

 

где )()( ττ PN
((

– наименьшее, а )()( ττ PN
))

 – наибольшее значения 
функции )()( ττ PN  на отрезке ],[ τ∆+ττ .  

Учитывая, что 0>τ∆ , из неравенств  
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τ∆ττ≤τ−τ∆+τ≤τ∆ττ )()()()()()( PNMMPN
))((

 

получим 

).()()()()()( ττ≤
τ∆

τ−τ∆+τ
≤ττ PNMMPN

))((
 

Поскольку  

)()()()(lim)()(lim
00

ττ=ττ=ττ
→τ∆→τ∆

PNPNPN
))((

 

(это следует из непрерывности функции )()( ττ PN ) будем иметь 

)()()()(lim
0

ττ=
τ∆

τ−τ∆+τ
→τ∆

PNMM  

или ).()()(
ττ=

τ
τ PN

d
Md  

Таким образом, биомасса )(τM  является первообразной для 
)()( ττ PN . Отсюда следует, что 

,)()()0()(
0
∫ τττ=−
T

dPNMTM  

где Т – максимальный возраст особи в данной популяции.  

Так как 0)0( =M М (0), то окончательно получаем: 

.)()()(
0
∫ τττ=
T

dPNTM  

СРЕДНЯЯ	ДЛИНА	ПРОЛЕТА	

 В некоторых исследованиях необходимо знать среднюю 
длину пробега, или среднюю длину пути при прохождении живот-
ным некоторого фиксированного участка. Приведем соответст-
вующий расчет для птиц.   
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Пусть участком будет круг ра-
диуса R. Будем считать, что R не 
слишком велико, поэтому большин-
ство птиц изучаемого вида пересека-
ет этот круг по прямой (рис. 8).  
 Птица может под любым углом 
в любой точке пересечь окружность. 
В зависимости от этого длина ее про-
лета над кругом может быть равной 
любой величине от 0 до 2R. Нас ин-
тересует средняя длина пролета. Обо-
значим ее через L.         Рис. 8 

Так как круг симметричен относительно любого своего диа-
метра, нам достаточно ограничиться лишь теми птицами, которые 
летят в каком-нибудь одном направлении, например, параллельном 
оси Оу. Тогда средняя длина пролета – это среднее расстояние ме-
жду дугами АСВ и АС 1В. Иными словами, это среднее значение 
функции )()( 21 xfxf − , где )(1 xfy =  – уравнение верхней дуги, а 

)(2 xfy =  – уравнение нижней дуги, т. е. 

.
)()())()(( 2121

ab

dxxfdxxf

ab

dxxfxf
L

b

a

b

a

b

a

−

−
=

−

−
=

∫∫∫
 

Так как 

∫
b

a

dxxf )(1  – площадь криволинейной трапеции аАСВb, 

∫
b

a

dxxf )(2  – площадь криволинейной трапеции аАС 1Вb, 

то их разность равна площади круга, т. е. 
2

21 2)()( Rdxxfdxxf
b

a

b

a
π=− ∫∫ . Поскольку получим, что  

.
22

2 R
R
RL π

=
π

=  

Замечание. Приведенные примеры далеко не исчерпывают 
возможных приложений определенного интеграла в биологии. 
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2.13.	ЭКОНОМИЧЕСКИЕ	ПРИЛОЖЕНИЯ	

Экономический смысл определенного интеграла: объем 
произведенной продукции при известной функции производитель-
ности труда.  

ОБЪЕМ	ПРОИЗВЕДЕННОЙ	ПРОДУКЦИИ	

Если в функции Кобба – Дугласа считать, что затраты труда 
линейно зависят от времени, а затраты капитала неизменны, то она 
примет вид tettg γβ+α= )()( . Тогда объем произведенной продук-

ции за T  лет вычисляется по формуле ∫ γβ+α=
T

tdtetQ
0

)( . 

Пример 2.34. Найти объем продукции, произведенной за 4 
года, если функция Кобба – Дугласа имеет вид tettg 3)1()( += . 

Решение. Здесь =

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==

=+==+= ∫
.

3
1;

;;1
:

)1(

33

4

0

3

tt

t

evdtedv

dtdutu
частямпоминтегрируе

dtetQ  

512
4

0

3
4

0

3
4

0

3
4

0

3 1053,2
9
2

9
14

9
1

3
1

3
1

3
1

⋅≈−=−
+

=−
+

= ∫ eeetdteet tttt  усл.ед. 

	

СТЕПЕНЬ	РАСПРЕДЕЛЕНИЯ	ДОХОДОВ	

Определение. Кривой Лоренца называется кривая, показы-
вающая зависимость процента доходов от процента имеющегося 
населения. 

Исследуя кривую Лоренца, можно оценить степень неравен-
ства распределения доходов населения. При равномерном распре-
делении кривая Лоренца (рис. 9) вырождается в прямую (ОА), 
уравнение которой xy = . Поэтому площадь S , отнесенная к пло-
щади треугольника ОАС, ограниченного сверху вырожденной кри-
вой Лоренца, т. е. линией xy = , характеризует степень неравенства 
в распределении доходов. 
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Рис. 9 

Определение. Отношение площади криволинейной трапеции, 
ограниченной сверху кривой Лоренца, к площади треугольника, 
ограниченного сверху вырожденной кривой Лоренца, называется 
коэффициентом Джини. 

Пример 2.35. По данным исследования распределения дохо-
дов в одной из стран кривая Лоренца может быть описана уравне-
нием 211 xy −−= , где x  – доля населения, y  – доля доходов на-
селения. Найти коэффициент Джини k . 

Решение. 
OAC

OBAC

OAC

OBACOAC

OAC S
S

S
SS

S
Sk

∆∆

∆

∆

−=
−

== 1 . 

2
1

2

1

0

21

0

=== ∫∆
xdxxS OAC ; 

=−−=−−=−−= ∫∫∫∫
1

0

2
1

0

2
1

0

1

0

2 111)11( dxxdxxdxdxxSOBAC  

=+−=−=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π
≤≤=⇒=

= ∫∫

ππ
2

0

2

0

2 )2cos1(
2
11cos1

.
2

0,arcsinsin

:
dttdtt

txttx

переменнойзамена

 

4
1

2
2sin

2
11

2

0

π
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

π

tt . 
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Следовательно, 57,01
2

)
2

2(1

2
1

4
1

1 ≈−
π

=
π

−−=

π−
−=k . 

ДИСКОНТИРОВАНИЕ	

Определение. Дисконтированием называется определение 
начальной суммы по ее конечной величине, полученной через вре-
мя T  (лет) при годовом проценте (процентной ставке) p . 

Задачи дисконтирования встречаются при определении эко-
номической эффективности капитальных вложений. 

Пусть tK  – конечная сумма, полученная за t  лет, K  – дискон-
тированная (начальная) сумма (ее в анализе называют современной 
суммой). 

Если проценты простые, то )1( itKKt += , где 
100

pi =  – удель-

ная процентная ставка. Тогда 
it

KK t

+
=

1
. 

Если проценты сложные, то t
t itKK )1( += , следовательно, 

t
t

it
KK

)1( +
= . 

Пусть поступающий ежегодно доход изменяется во времени и 
описывается функцией )(tf , и при удельной норме процента, рав-

ной i , процент начисляется непрерывно. Тогда ∫ −=
T

ti dtetfK
0

)(  за 

время T . 

Пример 2.36. Определить дисконтированный доход за три го-
да при процентной ставке 8 %, если первоначальные (базовые) ка-
питаловложения составили 10 млн д. е. и планируется ежегодно 
увеличивать капиталовложения на 1 млн д. е. 

Решение. Здесь капиталовложения задаются функцией 
tttf +=⋅+= 10110)( . Тогда  
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5,30}частямпоминтегрируе{)10(
3

0

08,0 ≈=+= ∫ − dtetK t млрд д.е. 

Это означает, что для одинаковой наращиваемой суммы через 
3 года ежегодные капиталовложения с 10 до 13 млн д. е. равно-
сильны одинаковому первоначальному вложению в 30,5 млн д. е. 
при той же процентной ставке. 

ВРЕМЯ	ЗАТРАТ	НА	ПРОИЗВОДСТВО	

Пусть известна функция )(xtt =  – изменение затрат времени t  
на изготовление изделия в зависимости от степени освоения произ-
водства, где x  – порядковый номер изделия в партии. Тогда сред-
нее время cpt , затраченное на изготовление одного изделия в пери-
од освоения от 1x  до 2x  изделий, вычисляется по формуле (теорема 

о среднем): ∫−
=

2

1

)(1

12

x

x
cp dxxt

xx
t . 

Функция затрат времени часто имеет вид baxt −= , где a  – за-
траты времени на первое изделие, b  – показатель производственно-
го процесса. 

Пример 2.37. Найти среднее время, затраченное на освоение 
одного изделия в период освоения от 1001 =x  до 1212 =x  изделий, 
полагая 600=a  (мин), 5,0=b . 

Решение.  

Здесь 2,57
7

4002
21

600600
100121

1 121

100

121

100

2
1

≈=⋅=
−

= ∫
−

xdxxtcp  (мин). 
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ЗАДАЧИ	ДЛЯ	САМОСТОЯТЕЛЬНОГО	РЕШЕНИЯ	

Найти неопределенные интегралы 

1. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− dx

x
xx 432 53 ,   2. ∫ + dxx4 31 , 

3. ∫ + x
dx

35
,      4. ( )∫ − dxx35sin , 

5. ∫ + 23 2x
dx ,      6. ∫

− 253

5

x

xdx , 

7. ∫
−15 2x

dx ,      8. ∫ − dxe x53 , 

9. ( )
∫ +

+ dx
x

x
13

13ln 4

,     10. ∫ xdxx 2sin2cos3 , 

11. ∫ xxctg
dx

33sin 32 ,     12. ( )∫ + 2

3

41
2
x

dxxarctg , 

13. ∫ + xdxe x sin2cos3 ,     14. ∫ +
− dx

x
x

9
25

2 , 

15. ∫
+

+ dx
x

x
241

31 ,     16. ∫ −
dx

e
e
x

x

53

3

, 

17. ∫ +
−− dx

x
xx

1
12

2

24

,     18. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + dxx 2

2
cos21 , 

19. ∫ dxxtg
3

24 ,      20. ∫ ⋅ xdxx 3sin2cos , 

21. ∫ +− 3082 2 xx
dx ,     22. ∫

+− 182 2 xx

dx , 

23. ∫ −+
− dx
xx

x
682

12
2 ,     24. ∫

−−

+ dx
xx

x
263

5 . 
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Вычислить 

25. dxxx
x

cos2
3/

0
∫ , 26. 6

2

1 1 x
dxx

+∫
∞

,    27. 
xx

dx

e
3ln2

∫
∞

, 

28. dxx
е

)1ln(
1

0

+∫
−

, 29. 
32

3

2 )4( −
∫

x

dxx ,   30. 
522 ++∫

∞

∞− xx
dx . 

31. Вычислить площадь, ограниченную кардиоидой  
x = a cos t (1 + cos t), y = a sin t (1 + cos t). 
32. Найти площадь петли x = t (6 – t) / 3, y = t2 (6 – t) / 8. 
33. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
ОХ площади, ограниченной осями координат и параболой  
x1/2 + y1/2 = a1/2. 
34. Фигура, ограниченная дугой синусоиды y = sin x, осью ординат 
и прямой y = 1, вращается вокруг оси ОУ. Определить объем полу-
ченного тела вращения. 
35. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 
кривой ϕ=ρ sin2a  вокруг полярной оси. 

36. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 
лемнискаты ϕ=ρ 2cosa  вокруг полярной оси. 

36. Вычислить длину дуги кривой y2 = x3, отсеченной прямой  
x = 4/3. 
37. Вычислить длину дуги кривой x = y2/4 – (ln y)/2, заключенной 
между точками с ординатами y = 1, y = 2. 
38. Производительность труда рабочего времени в течение дня за-

дается функцией 5,005,0000625,0)( 2 ++−= tttz ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ч
д.е. , где е  – время 

в часах от начала работы, 80 ≤≤ t . Найти функцию )(tuu =  – объем 
продукции (в стоимостном выражении) и его величину за рабочий 
день. 
39. Стоимость перевозки одной тонны груза на один километр (та-

риф перевозки) есть функция 
2

10)(
+

=
x

xf  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
км
д.е. . Определить за-

траты на перевозку одной тонны груза на расстояние в 20 км. 
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КОНТРОЛЬНЫЕ	ВОПРОСЫ	
1. Неопределенный интеграл, его свойства. 
2. Замена переменной в неопределенном интеграле. 
3. Интегрирование по частям в неопределенном интеграле. 
4. Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла: за-

дача о пройденном пути. 
5. Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла: за-

дача о площади криволинейной трапеции. 
6. Свойства определенного интеграла. 
7. Формула Ньютона – Лейбница. 
8. Теоремы о среднем. 
9. Суммы Дарбу и их свойства. 
10. Замена переменной в определенном интеграле. 
11. Интегрирование по частям в определенном интеграле. 
12. Несобственные интегралы первого рода. 
13. Несобственные интегралы второго рода. 
14. Признаки сходимости несобственных интегралов. 
15. Приложения определенного интеграла. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ		
Данное пособие в полном объеме освещает материал по инте-

гральному исчислению функции одной переменной в смысле инте-
грала Римана. Пособие не содержит материал, связанный с теорией 
меры (интеграл Лебега, интеграл Стилтьеса и т. п.), поскольку 
главная цель пособия – оказание помощи в приобретении навыков 
интегрирования и их практического применения. 

Книга может быть использована студентами, обучающимися 
по любым направлениям, для подготовки к экзамену по рассмот-
ренным темам. 
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